Grafos (Aula 18)
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Um grafo consiste de um conjunto de nós e um conjunto de arcos. Cada arco em um grafo é especificado como um par de nós. A Figura 1 ilustra um grafo. O conjunto de nós é {A,B,C,D,E,F,G,H} e o conjunto de arcos é {(A,B), (A,D), (A,C), (C,D), (C,F), (E,G), (A,A)}.
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Se um nó representa um par ordenado então o grafo é chamado de direcionado ou dígrafo. A Figura 2 ilustra um dígrafo. O conjunto de arcos da Figura 2 é {<A,B>, <A,C>, <A,D>, <C,D>, <F,C>, <E,G>, <A,A>}. São utilizados “()” para denotar ligações não direcionadas e “<>” para denotar ligações dirigidas.

Pode-se verificar que todas árvore é um grafo, mas o contrário nem sempre é verdadeiro, além disso, um nó pode não possuir nenhum arco ligado a ele.

Um nó n é chamado incidente sobre um arco x se n é um dos nós que constituem o par ordenado x (também diz-se que x é incidente sobre n). O grau de um nó é o número de arcos que são incidentes sobre ele. O grau de entrada de um nó n é o número de arcos que chegam em n. O grau de saída de um nó é o número de arcos que partem de n. Um nó n é adjacente a um nó m se há um arco partindo de m para n. Se n é adjacente a m, n é chamado sucessor de m e m o predecessor de n.
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Um grafo é comumente utilizado para representar Relações. Uma relação R sobre um conjunto A de nós é um conjunto de pares ordenados a partir de A. Por exemplo, se A = {3, 5, 6, 8, 10, 17} e o conjunto R = {<3,10>, <5,6>, <5,8>, <6, 17>, <8,17>, <10,17>} é uma relação. A relação R é obtida computando o resto da divisão do valor armazenado no nó pelo valor associado ao arco (Figura 3). Quando um grafo possui arcos com valores associados, o grafo é dito grafo com peso, onde o valor associado ao arco é o peso do arco.

Um caminho de tamanho k de um nó a até um no b consiste numa seqüência de k + 1 nós n1, n2, ..., nk+1 tal que n1 = a e nk+1 = b e (ni é adjacente a ni+1) para 1 < i < k. Na Figura 2 existe um caminho de tamanho 2 entre os nós A e D: {A,C,D}.Um caminho de um nó n até ele mesmo é chamado um ciclo. Um grafo que possui ciclos é chamado cíclico e um grafo que não possui ciclos é chamado acíclico.

Representações de Grafos

Matriz de Adjacência
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Se um grafo possui o número de nós constante (nós não podem ser criados e removidos), por exemplo MAX e não possui pesos nos arcos ele pode ser representado como uma matriz m booleana quadrada de tamanho MAX. Quando a posição m[i][j] é true então existe um arco que sai de i e chega em j, ou seja, j é adjacente a i. A Figura 4 ilustra a representação de um grafo e sua matriz de adjacência correspondente.

A representação de um grafo sem peso, sem informação associada e número constante de nós pode ser obtida simplesmente com a declaração:

boolean m[][] = new boolean[MAX][MAX]

Representação de Grafos com Peso e Informação nos Nós

Como comentado anteriormente, um grafo pode necessitar armazenar pesos em seus arcos e informação dentro de cada nó. Desta forma uma possível representação com um número constante (MAX) de nós (nós não podem ser adicionados ou removidos) seria a seguinte:

class Node{



//informação a ser armazenada no nó, por exemplo, um valor inteiro



int info;

}

class Arco{


int peso; // peso armazenado dentro do arco

}

class grafo {



Node nos[]      = new Node[MAX];



Arco arcos[][] = new Arco[MAX][MAX];

}

Fechamento Transitivo

Nesta seção é assumido que um grafo é descrito por sua matriz de adjacência m e não há informação contida no nó nem nas ligações. Dada a expressão m[i][k] && m[k][j], obtém-se o valor true se e somente se os valores de m[i][k] e m[k][j] são true, logo isso implica que há um caminho de tamanho 2 entre o nó i e o nó j que passa por k. Portanto dada a expressão:

(m[i][0] && m[0][j]) | | (m[i][1] && m[1][j]) | | ... | |(m[i][MAX-1] && m[MAX - 1][j])

ela será true se que há um caminho de tamanho 2 de i até j passando por 0, ou passando por 1 ou passando por 2 ... ou passando por MAX-1. A matriz m representa todos os caminhos de tamanho 1. A matriz m2 representa a matriz de todos os caminhos de tamanho 2, a matriz m3. A multiplicação de matrizes booleanas é feita de maneira semelhante à multiplicação de matrizes numéricas. Obviamente não será possível fazer a multiplicação nem a soma de elementos da matriz. As únicas modificações necessárias no algoritmo de multiplicação de matrizes são:

· substituir somas pelo operador de disjunção “| |”;

· substituir multiplicações pelo operador de conjunção “&&”.
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A Figura 5 ilustra o processo pelo qual se pode encontrar todos os caminhos de tamanho 2 dentro de um determinado grafo.

Portanto se for necessário encontrar todos os caminhos de tamanho tam dentro de um grafo, basta encontrar a matriz mtam. Para verificar se há um caminho de tamanho tam entre dois nós i e j, basta verficar se mtam[i][j] = true.

A soma (ou disjunção) dentre duas matrizes mi + mj (mi | | mj) retorna, portanto, todos os caminhos de tamanho i ou j dentro do grafo. Pode-se concluir que se é necessário encontrar todos os  caminhos no grafo de quaisquer tamanhos, basta realizar o seguinte somatório (disjunção):

m1 + m2 + m3 + ... + mtam

o que é equivalente a:

m1 | | m2 | | m3 | | ... | | mtam
 A matriz obtida pelo somatório (disjunção) anterior é chamada de fechamento transitivo da matriz m e representa todos os caminhos existentes dentro do grafo independente de tamanho.



























































































































































































































































































































































































Figura 4. Representação de Grafo como Matriz de Adjacência.





Figura 3. Grafo com peso.





Figura 2. Grafo direcionado.





Figura 1. Grafo não-direcionado.





Figura 5. Matriz de todos os caminhos de tamanho 2.



























































































































































