Disciplina Lógica Matemática

Professor: Fabrício Enembreck

(Semana 7) Formas Normais

Como pôde ser verificado anteriormente, uma fórmula pode ser escrita de várias formas. Por exemplo:  ((p ( q) ( m) ( (((p ( q) ( m). Com o objetivo de uniformizar a representação de fórmulas, foram desenvolvidas as Formas Normais. Duas delas são de interesse particular: Forma Normal Conjuntiva e Forma Normal Disjuntiva.

Diz-se que uma fórmula está na Forma Normal quando apresenta apenas os conectivos (, ( e (. Isso pode ser obtido facilmente através da eliminação dos conectivos ( e ( substituindo tais subfórmulas por fórmulas equivalentes.

Forma Normal Conjuntiva

Diz-se que uma fórmula proposicional ( está na  FNC quando ( é uma conjunção ( 1 ( ( 2 (...( (n, (n ( 1), onde cada (i (1 ( i ( n) é uma disjunção de literais, ou um literal.

Pode-se então dizer que uma fórmula ( está na FNC se e somente se:

1. contém como conectivos apenas (, ( e (;

2. ( só opera sobre proposições atômicas, isto é, não tem alcance sobre ( e (;

3. não aparecem sinais de negação sucessivos como ((;

4. ( não tem alcance sobre (, ou seja, não existem expressões do tipo p ( (q ( r).

Por exemplo, estão na FNC as seguintes proposições:

(p ( (q,
(p ( q ( r,
((p ( q) ( ((q ( (r)

Obtenção da Forma Normal Conjuntiva através de tabelas-verdade

Para a obtenção da FNC de uma fórmula não-tautológica (, procura-se na tabela-verdade de ( as interpretações I1, I2, ... Ik que tornam a fórmula f. Para cada uma dessas interpretações Ii (1 <= i <= k) constrói-se a disjunção da seguinte maneira:

· Se o valor do componente atômico p de ( com relação à interpretação Ii for v, toma-se (p, e se for f, toma-se p;

· Em seguida determina-se a conjunção das disjunções obtidas em cada uma das interpretações Ii.

Exemplo: Seja a fórmula (: (p ( q ( r


p
q
r
(p ( q ( r


I1
V
V
V
V


I2
V
V
F
F
(

I3
V
F
V
V


I4
V
F
F
V


I5
F
V
V
V


I6
F
V
F
F
(

I7
F
F
V
V


I8
F
F
F
F
(

então,

FNC((): ((p ( (q ( r) ( (p ( (q ( r) ( (p ( q ( r).

Se a fórmula ( for uma tautologia, determina-se que 

FNC((): (p ( (p) ( V

onde p é uma fórmula atômica.

Forma Normal Disjuntiva

Diz-se que uma fórmula proposicional ( está na FND quando ( é uma disjunção ( 1 ( ( 2 (...( (n, (n ( 1), onde cada (i (1 ( i ( n) é uma conjunção de literais, ou um literal.

Pode-se dizer, então, que uma fórmula ( está na FND se e somente se:

1. contém como conectivos apenas (, ( e (;

2. ( só opera sobre proposições atômicas, isto é, não tem alcance sobre ( e (;

3. não aparecem sinais de negação sucessivos como ((;

4. ( não tem alcance sobre (, ou seja, não existem expressões do tipo p ( (q ( r).

Obtenção da Forma Normal Disjuntiva através de tabelas-verdade

Para a obtenção da FND de uma fórmula não contraditória (, procura-se na tabela-verdade de ( as interpretações I1, I2, ... Ik que tornam a fórmula v. Para cada uma dessas premissas Ii (1 <= i <= k) constrói-se a conjunção da seguinte maneira:

· Se o valor do componente atômico p de ( com relação a Ii for v, toma-se p e se for f, toma-se (p;

· Em seguida determina-se a disjunção das conjunções obtidas em cada uma das interpretações de Ii.

Exemplo: Seja uma fórmula ( cuja tabela-verdade é fornecida a seguir: 


p
q
r
(


I1
V
V
V
V
(

I2
V
V
F
V
(

I3
V
F
V
F


I4
V
F
F
F


I5
F
V
V
F


I6
F
V
F
F


I7
F
F
V
F


I8
F
F
F
V
(

então,

FND((): (p ( q ( r) ( (p ( q ( (r) ( ((p ( (q ( (r).

Se a fórmula ( for uma contradição, determina-se que 

FNC((): (p ( (p) (  V

onde p é uma fórmula atômica.

(Semana 08) Formas Normais sem Tabelas-Verdade

Passos que se obter a FNC de uma fórmula:

1. eliminar os conectivos  ( e ( através de equivalências;

2. eliminar negações ( que tenham escopo sobre parênteses ou fórmulas compostas;

3. aplicar as equivalências: p ( (q ( r) ( (p ( q) ( (p ( r)  e p ( (q ( r) ( (p ( q) ( (p ( r)

Exemplos:

Determinar a FNC das proposições:

a) ((((p ( q) ( (q) ( (q ( r))

( (((p ( q) ( (q) ( ((q ( r) 

( (((p ( q) ( q) ( ((q ( (r) 

( (((p ( (q) ( q) ( ((q ( (r)

( (((p ( q) ( ((q ( q)) ( ((q ( (r)

( ((p ( q) ( ((q ( (r)

b) (p ( q) ( ((q  ( (p)

( ((p ( q) ( (q ( (p)

( (((p ( q) ( (q ( (p)) ( ((q ( (p) ( ((p ( q))

( ((p ( (q) ( (q ( (p)) ( (((q ( p) ( ((p ( q))

( (p ( q ( (p) ( ((q ( q ( (p) ( ((q ( (p ( q) ( (p ( (p ( q)

c) p ( (q ( (r)

( (p ( (q ( (r)) ( ((q ( (r) ( p)

( ((p ( q ( (r) ( (((q ( r) ( p)

( ((p ( q ( (r) ( (p ( (q) ( (p ( r)

A obtenção da FND ocorre de forma semelhante à FNC.

As seguintes fórmulas estão na FND:

(p ( q) ( (r ( q),
((p ( q) ( r,

p ( ((q ( r)

Exemplos

Deteminar a FND das proposições:

a) (p ( q) ( (q ( p)

( ((p ( q) ( ((q ( p)

( ((p ( ((q ( p)) ( (q ( ((q ( p))

( ((p ( (q) ( ((p ( p) ( (q ( (p) ( (q ( p)

b) ((((p ( q) ( (q) ( (q ( r))

( (((p ( q) ( (q) ( ((q ( (r)

( (((p ( (q) ( q) ( ((q ( (r)

( ((((p ( (q) ( q) ( (q) ( ((((p ( (q) ( q) ( (r)

( ((q ( (p ( (q) ( (q ( (q) ( ((p ( (q ( (r) ( (q ( (r)

c) ((p ( q) ( ((p ( r)) ( s

( (((p ( q) ( ((p ( r)) ( s

( ((( p ( q) ( (((p ( r)) ( s

( ((p ( (q) ( (p ( (r) ( s

Notação Clausal

Na FNC, uma f´órmula é escrita como uma conjunção de cláusulas:

( 1 ( ( 2 (...( (n

Como a FNC de uma fórmula ( sempre é uma conjunção de cláusulas, a ordem em que estas ocorrem é irrelevante. Pode-se obter a partir da FNC de ( um conjunto de disjunções

F = {F1, F2, ..., Fn}

onde a conjunção entre as disjunções é implícita.

Considere-se a FNC((): (s ( (q ( p) ( (s ( (p ( (r) ( (s ( (q ( (r)

Uma possível representação para o conjunto de disjunções da FNC(() obtido anteriormente é :

F1:
s ( (q ( p

F2:
s ( (p ( (r

F3:
s ( (q ( (r

Como cada cláusula Fi é uma disjunção, pode-se escrever, para cada Fi, primeiro os literais positivos e depois os literais negativos: 

F1:
s ( p ( (q

F2:
s ( (p ( (r

F3:
s ( (q ( (r

Esta separação de literais positivos e negativos prepara a cláusula para a introdição da notação de Kowalsky. Nesta notação, as cláusulas anteriores são representadas por:

F1:
s, p ( q

F2:
s ( p, r

F3:
s ( q, r

onde há uma disjunção entre os literais à esquerda de (, chamados conclusões, e uma conjunção implícita nos literais à direita de (, chamados condições ou premissas. Esta notação é equivalente a:

F1:
q ( s ( p 

F2:
p ( r ( s 

F3:
q ( r ( s 

pois  p ( q ( (p ( q ( q ( p.

Uma cláusula genérica na notação de Kowalsky é representada por:

A1, A2,..., Am ( B1, B2,..., Bn
que é equivalente a

A1 ( A2 (...( Am ( B1 ( B2 (...( Bn
que é equivalente a 

A1 ( A2 (...( Am ( ((B1 ( B2 (...( Bn)

que é equivalente a 

A1 ( A2 (...( Am ( (B1 ( (B2 (...( (Bn
Dependendo do número de literais envolvidos na cláusula, pode-se ter os seguintes casos especiais:

· m > 1: as conclusões são indefinidas, ou seja, há várias conclusões;

· m <= 1: são as chamadas cláusulas de Horn, que têm como casos particulares:

· m = 1 e n > 0: “A ( B1,...,Bn” (chamada cláusula definida,isto é, há apenas uma conclusão);

· m = 1 e n = 0: “A (”  (chamada cláusula definida incondicional ou fato);

· m = 0 e n > 0: “( B1,...,Bn” (negação pura de B1,...,Bn) (não há conclusão);

· m = 0 e n = 0: “(” chamada cláusula vazia, denotada □.

