(Semana 11) Cálculo de Predicados ou Lógica de Primeira Ordem

Foi visto anteriormente que a estrutura básica do cálculo proposicional são átomos, ou premissas. Pode-se dizer que o Cálculo Proposicional é um subconjunto do Cálculo de predicados. Por exemplo quando queremos dizer que:

· “João é alto” no cálculo prosicional pode-se representar essa premissa por p;

· “Pedro” é alto, podemos representar por q;

· “Pedro é homem” por r, etc.

 O cálculo de predicados permite que premissas apresentem argumentos. Por exemplo:

· alto(João);

· alto(Pedro);

· homem(Pedro).

De agora em diante, abandonaremos a denominação “premissas” e utilizaremos a denominação “predicado” que representam premissas com qualquer número de argumentos.

Enunciados Abertos

Um enunciado aberto é um enunciado que apresenta variáveis cujos valores não estão determinados, e, portanto, não possuem valor verdade nem V nem F. Por exemplo:

· Ela é ganhadora do Oscar;

· O número inteiro x é maior do que 50.

Um Enunciado Aberto só produz um valor verdade V ou F quando seus símbolos, ou variáveis, são instanciados com algum valor.

Quantificadores

No Cálculo de Predicados utiliza-se os quantificadores ( (universal) e ( (existencial) para evitar a repetição e simplificar a representação de fórmulas.

Por exemplo “todos os homens são altos” pode ser representado por:

(x homem(x) ( alto(x)

lê-se: Para todo x se x é homem, então x é alto.

Por exemplo “existe pelo menos um homem que não é alto” pode ser escrito como:

(x homem(x) ( (alto(x)

lê-se: Existe pelo menos um x tal que se x é homem então x não é alto.

Variáveis Livres e Ligadas

Sejam os seguintes enunciados:

1. Todo primata é mamífero.

2. Existe um ser humano que é canibal.

3. Para todo ser humano x existe um ser humano y tal que y é mãe de x.

Considerando o universo de seres humanos pode-se definir os seguintes Predicados:

primata(x)

mamífero(x)

canibal(x)

mae(x,y)

Os enunciados acima podem ser descritos da seguinte forma:

1. (x(primata(x) ( mamifero(x))

2. (x canibal(x)

3. (x (y mae(x,y)

Variável ligada: uma variável é dita ligada quando está associada a um quantificador e aparece dentro do escopo desse quantificador. Por exemplo, em 1 o escopo de “(” é (primata(x) ( mamifero(x)). Em 3, o escopo de “(” é ((y mae(x,y)).

Variável livre: uma variável é dita livre quando não está associada em nenhum quantificador. Por exemplo, em  (x p(x,y) “y” é uma variável livre.

Renomeação de Variáveis

Considere a seguinte fórmula:

1. (x carro(x) ( (x preco(1000)

Esta fórmula não é equivalente a 

2.  (x (carro(x) ( preco(1000)),

uma vez que em 1 x se refere a duas coisas distintas. Em cálculo de predicados é necessário tomar o cuidado de renomear variáveis quando da movimentação dos quantificadores. Por exemplo:

((y carro(y) ( (x preco(1000)) e ((xy carro(x) ( preco(1000))

são equivalentes a 1.

Negação de quantificadores

	Enunciado
	Negação

	(x p(x)
	(x ((p(x))

	(x ((p(x))
	(x p(x)

	(x((p(x))
	(x p(x)

	(x p(x)
	(x ((p(x))


Fórmulas bem Formadas do Cálculo de Predicados

	Wff
	Lido como

	(F
	Não F

	F ( G
	F e G

	F ( G
	F ou G

	F ( G
	F se e somente se G

F é equivalente a G

	(x F
	Existe um x tal que x deve ser livre em F

	(x F
	Para todo x, x deve ser livre em F


Na avaliação do valor-verdade de uma fórmula em um universo de domínio D, ((x) será interpretado como para todo elemento x em D e ((x) como existe um elemento em D.

Pode-se computar o valor verdade (V ou F) de uma fórmula em um domínio D,  aegundo as seguintes regras:

1. se os valores verdade das fórmulas G e H são calculados, então os valores-verdade das fórmulas: (G, (G ( H), (G ( H), (G ( H) e (G ( H) são calculados usando as tabelas verdade já conhecidas;

2. ((x) G é V se o valor-verdade de G for V para todo x em D, caso contrário é f;

3. ((x) G é V se o valor-verdade de G for V para pelo menos um x em D, caso contrário é f.

(Semanas 12 e 13) Tradução e Simbolização de Sentenças em Linguagem Natural

Não existe um procedimento para traduzir uma frase em linguagem natural para sua forma simbólica em lógica de Predicado, o que, de certa forma, permite que uma mesma sentença possa ser expressa de várias maneiras através de expressões simbólicas diferentes.

Exemplo:  Alguns homens sabem cozinhar, outros não.

Considerando o universo de discurso U = {homens}, pode-se simbolizar a sentença por:

(x sabe_cozinhar(x) ( (y (sabe_cozinhar(y)

Se ao invés disto tivesse sido escrito

(x (sabe_cozinhar(x) ( (sabe_cozinhar(x))

pode-se verificar que isto não tem sentido, pois indica que um mesmo homem sabe e não sabe cozinhar.

Exemplo: Há pessoas de boa índole, mas nem todas o são.

Considerando o universo de discurso U= {pessoas}, pode-se simbolizar a sentença por:

(x boa_índole(x) ( (y (boa_índole(y)

o que significa que existem pessoas que são de boa índole e pessoas que não são de boa índole, ou ainda:

(x boa_índole(x) ( ((y boa_índole(y)

existem pessoas de boa índole mas não é verdade que todas mas pessoas são de boa índole.

Exemplo: Se Pedro não é bom, então nenhum dos homens é bom.

Considerando U = {homens} poder-se-ia representar a expressão anterior da seguinte forma:

(bom(Pedro) ( (x (bom(x)

Exemplo: Maria e José viram o OVNI, mas houve quem não o visse.

Considerando o universo de discurso U = {pessoas}, a representação simbólica é a seguinte:

viu_ovni(maria) ( viu_ovni(jose) ( (x (viu_ovni(x)

Exemplo: Nem tudo que reluz é ouro.

((x(reluz(x) ( ouro(x))   ou   (x (reluz(x) ( (ouro(x))

Exemplo: Alguns rapazes não gostam de música erudita.

Considerando o universo de discurso U = {pessoas}, a representação simbólica é a seguinte:

(x(rapaz(x) ( (gosta_de_musica_erudita(x))

Inferências e Argumentos no Cálculo de Predicados

É necessário introduzir a manipulação adequada de quantificadores para que conclusões possam ser inferidas sobre argumentos quantificados. A técnica utilizada consiste em eliminar os quantificadores das premissas, aplicar as regras de inferência já conhecidas e finalmente voltar a introduzir os quantificadores.

Eliminação e Introdução do quantificador (
Regra de Instanciação Universal

[image: image1.wmf])

(

)

(

x

xp

a

p

$

Seja p(x) uma fórmula e a um termo, então:

significa: Se uma fórmula na forma (x p(x) é considerada verdade — onde p(x) pode ou não conter outros símbolos além de x —, então o quantificador universal pode ser eliminado da fórmula, para se obter p(x), o qual é verdade para cada objeto no domínio de discurso, ou para obter p(a), o qual é verdade para um objeto específico do universo de discurso.

Informalmente, esta regra diz que o que for verdade para todos os objetos, é também verdade para cada objeto — é ela quem permite a eliminação do quantificador universal.

Regra de Generalização Universal
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Seja p(x) uma fórmula e a um termo, então:

significa: se uma fórmula p(x) é verdade para um x arbitrário do domínio de discurso — onde p(x) pode conter ou não outros símbolos que não x —, então o quantificador universal pode ser introduzido para prefixar a fórmula e obter (x p(x), desde que todo objeto existencial em p(x), que dependa de x, esteja coberto pelo quantificador.

Informalmente, a regra diz que — dentro de certas restrições — o que for verdade para um objeto arbitrário do domínio de discurso, é verdade para todos os objetos do domínio. Esta é a regra que permite a introdução de um quantificador universal.

Restrições necessárias:

1. a regra não pode ser aplicada a constantes que ocorram nas premissas, uma vez que tais constantes se referem a objetos particulares do domínio;

2. a regra não deve ser aplicada a constantes introduzidas pela regra de Instanciação Existencial, vista a seguir, uma vez que referem-se a objetos particulares do domínio.

Exemplo 1:

Premissa1: (x (passaro(x) ( asas(x))

Premissa2: (x (urubu(x) ( passaro(x))

Conclusão: (x (urubu(x) ( asas(x))

Resolução:

1. (x (passaro(x) ( asas(x))

2. (x (urubu(x) ( passaro(x))

3. passaro(x) ( asas(x)

Instanciação Universal de 1

4. urubu(x) ( passaro(x)

Instanciação Universal de 2

5. urubu(x) ( asas(x)

Silogismo Hipotético 3, 5

6. (x (urubu(x) ( asas(x))

Generalização Universal 5

Exemplo 2:

Todos os homens são mortais.

Sócrates é homem.

Logo, Sócrates é mortal.

Premissa 1: (x (homem(x) ( mortal(x))

Premissa 2:  homem(Sócrates)

Conclusão:  mortal(Sócrates)

Resolução:

1. (x (homem(x) ( mortal(x))

2. homem(Sócrates)

3. homem(Sócrates) ( mortal(Sócrates)

Instanciação Universal de 1

4. mortal(Sócrates)




Modus Ponens 2,3

Introdução e Eliminação do Quantificador (
Regra de Instanciação Existencial
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Seja p(x) uma fórmula e a um termo, então:

O que significa: se (x p(x) é verdade — onde p(x) pode ou não conter outros símbolos além de x —, então o objeto existencial a pode ser usado para representar o objeto para o qual p(x) é verdade, desde que a não tenha sido já usado para representar algum objeto. Assim, eliminando o quantificador ( e substituindo x por a obtem-se p(a).

Informalmente, a regra IE diz-se que se um enunciado for verdade para algum objeto, então pode-se referir a este objeto atribuindo um nome.

Existem algumas restrições para a aplicação desta regra. O fato de existir um objeto num certo domínio, que satisfaz a uma propriedade p, não significa que se está em condições de apontar um determinado objeto a como sendo aquele que satisfaz a propriedade p. A regra IE pode ser aplicada se:

1. O objeto a não ocorre nas premissas do argumento. O objeto a sódeve aparecer no argumento através da aplicação da regra IE;

2. Uma constante que tenha sido introduzida em um argumento via IE, não pode reaparecer nesse argumento, por uma nova aplicação de IE. Na segunda aplicação deve ser usada uma letra ou nome diferente da usada na primeira aplicação.

Exemplo de utilização errada da regra IE.

1. (x par(x)

2. impar(3)

3. par(3)


(1) + IE (para x = 3)

4. par(3) ( impar(3)

(2)+(3)+ conjunção

5. (x (par(x) ( impar(x))
(4) + GE

Generalização Existencial
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Seja p(x) uma fórmula e a um termo:

O que significa: seja a um objeto que tem determinada propriedade p, se x não for um símbolo que ocorre em p(a), então a existência de x pode ser expressa substituindo a por x e introduzindo o quantificador (, obtendo-se (x p(x).

Informalmente a regra GE diz que se um objeto tem determinada propriedade, então existe um objeto com aquela propriedade.

Exemplo:

1. (x (baleia(x) ( mamifero(x))

2. (x baleia(x)

3. baleia(a)



(2) + IE

4. baleia(a) ( mamifero(a)

(1) + (3) +Instanciação Universal

5. mamifero(a)


(3) + (4) + Modus Ponnens

6. (x mamifero(x)


(5) + GE

Trabalho:

Verificar a validade dos seguintes argumentos:

a) Todos os homens são pecadores. Todos os pecadores serão punidos por Deus. Sócrates é homem. Logo, Sócrates será punido por Deus.

b) Todos os membros da Associação vivem na cidade. Quem é presidente da sociedade é membro da Associação. Sra. Farias é presidente da sociedade. Logo, Sra. Farias vive na cidade.

c) Todas as linguagens de programação são importantes. Nenhuma linguagem de programação importante será dispensada. Prolog é uma linguagem de programação. Logo, há linguagens de programação que não serão dispensadas.

d) Os cariocas gostam do Carnaval. Alguns brasileiros são cariocas. Logo, alguns brasileiros gostam de Carnaval.

e) Todos os móveis são de jacarandá. O que é feito de jacarandá é bonito. Logo, os móveis são bonitos.

f) Todo ser é racional ou irracional. Todos os homens não são animais. Todo irracional é animal. Todo não racional não é homem.

g) Existe um ser que é animal e é racional. Qualquer que seja um ser, se ele é racional, então sabe ler. Existe ser que é animal e sabe ler.

(Semana 14) Forma Normal Prenex e Notação Clausal no Cálculo de Predicados

Como visto anteriormente, dada uma fórmula do Cálculo Proposicional, é sempre possível determinar a FNC ou a FND a ela equivalentes.

No Cálculo de Predicado existe também uma forma normal chamada Forma Normal Prenex — FNP. O fato de um a fórmula estar no Forma Prenex simplifica procedimentos de manipulação da fórmula, como será visto oportunamente. A FNP de uma fórmula é importante na medida que sua obtenção é um passo necessário para a obtenção para a obtenção da Forma Normal Conjuntiva — esta última utilizada pelo Método de Resolução.

Informalmente, diz-se que uma fórmula está na FNP, quando todos os quantificadores que ocorres na fórmula estiverem prefixando a fórmula. A seguir são mostradas algumas fórmulas na FNP.

(x (y (z (p(x,y) ( q(x,z))

(x (y (p(x,y) ( q(y))

(x (y (p(x,y) ( (q(x) ( q(y)))

Uma fórmula F está na FNP somente quando:

(Q1x1) (Q2x2) ... (Qnxn) (M)

onde cada (Qixi) 1 <= i <= n é ((xi) ou ((xi) e M é uma fórmula que não contém quantificadores. (Q1x1) (Q2x2) ... (Qnxn) é chamado prefixo e M de matriz da fórmula F.

No Cálculo de Predicados, uma fórmula está na Forma Normal Conjuntiva se e somente se estiver na FNP e sua matriz for uma conjunção de disjunções de fórmulas atômicas negadas ou não (FNC do Cálculo Proposicional) lembrando que neste caso a uma fórmula atômica é um predicado. Por exemplo:

(x (y (((p(x,y) ( q(x)) ( (((p(x,y) ( q(y)))

Conversão de uma Fórmula para a Forma Clausal

Dada uma fórmula P no Cálculo de Predicados, sua representação clausal S é obtida da seguinte forma:

1. Eliminar variáveis livres: Se P contiver uma variável livre, substituir P por (x(P). Este passo deve ser repetido até que a fórmula não contenha mais variáveis livres.

2. Eliminar quantificadores redundantes: Eliminar todo quantificador (x e Ex que não contenha nenhuma ocorrência livre de x no seu escopo — isto é, eliminar todo quantificador desnecessário.

3. Renomear variáveis quantificadas mais do que uma vez: se uma mesma variável é governada por dois quantificador, substituir a variável de um deles e todas as suas ocorrências livres no escopo do quantificador, por uma nova variável que não ocorra na fórmula. Este passo deve ser repetido até que todos os quantificadores governem variáveis diferentes. Assim, por exemplo, ao invés da fórmula

(x (p(x) ( (x q(x))

deve-se escrever 

(x (p(x) ( (y q(y))

4. Remover equivalências (() e implicações (();

5. Mover a negação para o interior da fórmula (propriedades na negação);

6. Eliminar os quantificadores existenciais: Por exemplo, na fórmula (y((x p(x,y)) o valor de x depende do valor de y, pois está dentro do escopo de y. Pode-se dizer que existe uma função g(y) que calcula o valor de x em relação a y. Essa função é chamada de Skolem. A partir de agora a fórmula pode ser escrita da seguinte forma: (y p(g(y),y), ou seja, eliminou-se o quantificador Existencial. A regra geral de eliminação do quantificador existencial consiste em substituir todas as variáveis existencialmente quantificadas for funções de Skolem que possuem como argumento as variáveis universalmente quantificadas que dominam o escopo. Por exemplo, dada a fórmula:

(w q(w) ( (x((y ((z p(x,y,z) ( (u r(x,y,u,z))))

obtém–se a seguinte fórmula sem quantificadores Existenciais:

(w q(w) ( (x((y p(x,y, g(x,y) ) ( (u r(x,y,u, g(x,y))))

7. Obter a Fórmula Normal Prenex e remover os quantificadores universais: neste ponto do procedimento não existem mais quantificadores existenciais e cada quantificador universal possui sua própria variável. Pode mover todos os quantificadores universais para o início da fórmula. Dessa forma a fórmula estará na FNP. Desde que todas as variáveis nas wffs estejam ligadas, todas as variáveis que aparecem na fórmula, neste ponto, estão quantificadas universalmente. Além disso, a ordem na qual os quantificadores aparecem é irrelevante. Pode-se então eliminar as ocorrências explícitas dos quantificadores universais e assumir, por convenção, que todas as variáveis da matriz são universalmente quantificadas. Tem-se, ao final desse ponto, a matriz na forma normal conjuntiva.

8. Colocar a matriz da FNP na forma conjuntiva: Qualquer matriz pode ser escrita como uma conjunção de um conjunto finito de disjunções de literais — forma conhecida como forma normal conjuntiva. Então, até que a matriz da fórmula seja uma conjunção de disjunções, substituir:

(P ( Q) ( R por (P ( R) ( (Q ( R)

9. Eliminar os símbolos (: Pode-se agora eliminar as ocorrências explícitas dos símbolos (, substituindo-se expressões da forma (X1 ( X2) pelo conjunto de wffs {X1, X2}. O resultado de repetidas substituições é um conjunto de wffs, cada uma delas sendo uma disjunção de literais ( cláusula.

10. Renomear variáveis: símbolos variáveis podem ser renomeados de forma que um símbolo variável não compareça em mais do que uma cláusula. Deve ser lembrado que (x (p(x) ( q(x)) é equivalente a ((x p(x) ( (y q(y)).

11. Representação clausal: A representação clausal S da fórmula inicial P é o conjunto das cláusulas obtidas.

Exemplos:

1. (x p(x) ( (x q(x)

2. (x (y ((z (p(x,z) ( p(y,z)) ( (u q(x,y,u))

3. (x (humano(x) ( (y (erro(y) ( comete(x,y)))

4. (x (p(x) ( (y q(x,y))
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