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Resumo

O problema de agrupamento de dados em grafos consiste em encontrar clusters de noés em
um dado grafo, ou seja, encontrar subgrafos com alta conectividade. Esse problema pode
receber outras nomenclaturas, algumas delas sao: problema de particionamento de grafos
e problema de detec¢ao de comunidades. Para modelar esse problema, existem diversas
formulagoes matematicas, cada qual com suas vantagens e desvantagens. A maioria dessas
formulagoes tem como desvantagem a necessidade da defini¢ao prévia do niimero de grupos
que se deseja obter. Entretanto, esse tipo de informacao nao esté contida em dados para
agrupamento, ou seja, em dados nao rotulados. Esse foi um dos motivos da popularizagao
nas ultimas décadas da medida conhecida como modularidade, que tem sido maximizada
para encontrar particoes em grafos. Essa formulagao, além de nao exigir a defini¢ao prévia
do numero de clusters, se destaca pela qualidade das partigoes que ela fornece. Nesta
Tese, metaheuristicas Greedy Randomized Search Procedures para dois modelos existentes
para agrupamento em grafos foram propostas: uma para o problema de maximizacao da
modularidade e a outra para o problema de maximizacao da similaridade intra-cluster. Os
resultados obtidos por essas metaheuristicas foram melhores quando comparadas aqueles
de outras heuristicas encontradas na literatura. Entretanto, o custo computacional foi
alto, principalmente o da metaheuristica para o modelo de maximizacao da modularidade.

Com o passar dos anos, estudos revelaram que a formulacao que maximiza a modu-
laridade das partigdes possui algumas limitagdes. A fim de promover uma alternativa a
altura do modelo de maximizacao da modularidade, esta Tese propoe novas formulacoes
matematicas de agrupamento em grafos com e sem pesos que visam encontrar particoes
cujos clusters apresentem alta conectividade. Além disso, as formulagoes propostas sao
capazes de prover particoes sem a necessidade de defini¢ao prévia do nimero de clusters.
Testes com centenas de grafos com pesos comprovaram a eficiéncia dos modelos propos-
tos. Comparando as particoes provenientes de todos os modelos estudados nesta Tese,
foram observados melhores resultados em uma das novas formulagoes propostas, que en-
controu partigoes bastante satisfatorias, superiores as outras existentes, até mesmo para
a de maximizagao de modularidade. Os resultados apresentaram alta correlacao com a
classificacao real dos dados simulados e reais, sendo esses tltimos, em sua maioria, de
origem biologica.
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Abstract

Graph clustering aims at identifying highly connected groups or clusters of nodes of a
graph. This problem can assume others nomenclatures, such as: graph partitioning prob-
lem and community detection problem. There are many mathematical formulations to
model this problem, each one with advantages and disadvantages. Most of these formu-
lations have the disadvantage of requiring the definition of the number of clusters in the
final partition. Nevertheless, this type of information is not found in graphs for clustering,
i.e., whose data are unlabeled. This is one of the reasons for the popularization in the last
decades of the measure known as modularity, which is being maximized to find graph par-
titions. This formulation does not require the definition of the number of clusters of the
partitions to be produced, and produces high quality partitions. In this Thesis, Greedy
Randomized Search Procedures metaheuristics for two existing graph clustering mathe-
matical formulations are proposed: one for the maximization of the partition modularity
and the other for the maximization of the intra-cluster similarity. The results obtained
by these proposed metaheuristics outperformed the results from other heuristics found in
the literature. However, their computational cost was high, mainly for the metaheuristic
for the maximization of modularity model.

Along the years, researches revealed that the formulation that maximizes the modular-
ity of the partitions has some limitations. In order to promote a good alternative for the
maximization of the partition modularity model, this Thesis proposed new mathematical
formulations for graph clustering for weighted and unweighted graphs, aiming at finding
partitions with high connectivity clusters. Furthermore, the proposed formulations are
able to provide partitions without a previous definition of the true number of clusters.
Computational tests with hundreds of weighted graphs confirmed the efficiency of the
proposed models. Comparing the partitions from all studied formulations in this Thesis,
it was possible to observe that the proposed formulations presented better results, even
better than the maximization of partition modularity. These results are characterized by
satisfactory partitions with high correlation with the true classification for the simulated
and real data (mostly biological).
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CAPITULO

1

Introducdo

A tarefa de agrupar dados ou o problema de agrupamento de dados consiste em reunir
um conjunto de objetos sem levar em consideracao a sua classe ou rotulo, de forma que
os objetos pertencentes a um mesmo grupo (cluster) apresentem forte semelhanga entre
si. Esse problema tem sido investigado em diversas areas, tais como: mineracao de dados
(Boginski et al., 2006; Romanowski et al., 2006), alinhamento de multiplas seqiiéncias
(Kawaji et al., 2004; Krause et al., 2005), analise de expressao génica (Higham et al., 2007;
Huttenhower et al., 2007), processamento de linguagem natural (Ushioda e Kawasaki,
1996), segmentacao de imagens (Wu e Leahy, 1993) e formacao de galaxias (White e Frenk,
1991). Devido & sua vasta aplicabilidade, varios algoritmos de agrupamento baseados em
diferentes principios tém sido propostos (Jain et al., 1999; Hartuv e Shamir, 2000; Hansen
e Mladenovi¢, 2001; Famili et al., 2004).

Para abordar o problema de agrupamento de dados, existem diferentes algoritmos
e critérios de validagao, o que conseqiientemente permite a produgao de particoes com
grupos diversos. Por exemplo, o algoritmo de agrupamento de dados k-médias, em sua
versao original, ¢ um algoritmo que constréi particdes com um determinado ntumero de
grupos definido a priori. Para isso, o método busca encontrar centros de grupos de forma
que a particao resultante minimize a soma dos quadrados das distancias dos objetos ao
centroide (ou ponto médio) do seu cluster. O k-médias, devido & sua formulagao, tende a
formar grupos com formatos esféricos. Outro exemplo é um critério de validagao bastante
conhecido, o silhueta, que avalia a variancia intra-cluster, favorecendo agrupamentos que

apresentam compactagao ou homogeneidade em seus grupos. A conectividade intra-cluster
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favorece a colocac¢@o de exemplos (ou objetos) “vizinhos” em um mesmo grupo (Handl e
Knowles, 2004). Logo, um mesmo algoritmo com critérios de valida¢do ou objetivos

diferentes pode gerar diferentes agrupamentos.

Os diversos algoritmos de agrupamento existentes podem ser divididos em dois gran-
des grupos: algoritmos hierarquicos e algoritmos particionais. Essa classificacao afeta a
representacao da solucao e a estrutura do algoritmo utilizado para a geracao dos clusters.
Nos algoritmos hierarquicos tradicionais, os clusters sao formados gradativamente por
aglomeragoes (algoritmos aglomerativos) ou divisoes (algoritmos divisivos), gerando uma
hierarquia de agrupamentos representada por meio de uma estrutura em &arvore, ou seja,
subgrupos ou super-grupos de agrupamentos sao formados. Nos algoritmos de agrupa-
mento particionais, o conjunto de dados é particionado em k£ < n subconjuntos, em que
n é o niumero de objetos do conjunto de dados original. A solucao obtida é avaliada pelo
critério de particao do algoritmo e novas solu¢oes podem ser obtidas pela migracao de

objetos entre os clusters, até que algum critério de parada seja satisfeito.

Além das classificagoes tradicionais dos algoritmos de agrupamento de dados em
algoritmos hierarquicos e particionais, existem outras duas classes de algoritmos que sao
proximas dos algoritmos particionais, denominadas de algoritmos de empacotamentos e de
recobrimento (Hansen e Jaumard, 1997). Os algoritmos de empacotamento constroem k <
n subconjuntos (ou clusters) do conjunto de dados de forma que a intersec¢ao entre esses
subconjuntos seja vazia. A diferenca desses algoritmos para os algoritmos de agrupamento
particionais é que a uniao dos clusters formados por um algoritmo de empacotamento
nao necessariamente contém todo o conjunto de dados original, ou seja, alguns objetos do
conjunto de dados original podem nao pertencer a nenhum dos clusters da particao final.
Os algoritmos de agrupamento de cobertura ou recobrimento, ao contréario dos algoritmos
de empacotamento, procuram k subconjuntos (ou clusters) do conjunto de dados de forma
que a uniao desses k subconjuntos seja igual ao conjunto completo de dados. Entretanto,
a definicao dessa classe de algoritmos permite intersec¢ao nao-vazia entre os clusters, ou

seja, tolera overlapping.

Variacoes do problema de agrupamento de dados podem ser encontradas na lite-
ratura. Quando o conjunto de dados pode ser representado de forma eficiente em um
grafo, pode-se aborda-lo como um problema de agrupamento de dados em grafo. Esse
problema consiste em definir grupos de nés que apresentem alta conectividade intra-grupo
e baixa conectividade inter-grupo (Kawaji et al., 2004; Krause et al., 2005; Higham et al.,
2007; Huttenhower et al., 2007). Os algoritmos que tém sido propostos para resolver
esse problema sao basicamente algoritmos de particao do grafo, cuja fungao objetivo va-
ria de acordo com as caracteristicas do grafo. Exemplos de modelos de particionamento

de grafos sdo: problema de maximizagdo da soma das arestas intra-cluster (Karypis e
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Kumar, 1998), problema de minimizacao da soma do corte entre clusters (Von Luxburg,
2007), problema de maximizagdo da modularidade (Brandes et al., 2008), entre muitos
outros. A modularidade é uma medida proposta por Girvan e Newman (2002) que avalia
a conectividade de partigoes de um grafo segundo o estudo de sua configuragao (mesma
seqiiéncia de graus de nos) em grafos aleatorios. Para isso, a soma das probabilidades da
existéncia de arestas entre pares de noés intra-cluster é subtraida da soma dos pesos das
arestas intra-cluster. Caso a soma das probabilidades seja alta, a existéncia de arestas
entre pares de nés nao é um evento raro, ou seja, a medida nao indica uma tendéncia
de agrupamento. Portanto, quanto maior a modularidade de uma particao, melhor a sua

tendéncia de agrupamento.

O problema de agrupamento de dados em grafos ou problema de agrupamento em
grafos também pode ser encontrado na literatura na forma de problema de detecgao de
comunidades em redes, denominacao principalmente adotada por fisicos, estatisticos e
alguns cientistas da computagao (Porter et al., 2009). Ambos os problemas sao equi-
valentes, mas, normalmente, quando é mencionado como problema de comunidades, os
autores procuram enfatizar o problema de redes sociais e desenvolvem estudos mais rela-
cionados & conectividade da rede. O uso dessa tltima nomenclatura é conveniente, pois
existe o problema de agrupamento de grafos', muitas vezes confundido com o problema
aqui estudado. Essa nomenclatura é ainda mais conveniente por nao haver diferencas de

nomenclatura entre esses dois problemas em inglés, que sao denominados graph clustering.

Técnicas de otimizacao tém sido utilizadas com sucesso para modelar problemas de
agrupamento de dados, tais como os apresentados por Vinod (1969), Rao (1971) e Hansen
e Mladenovié¢ (2001). O uso de modelos matematicos para agrupamento de dados se mos-
trou eficiente, apresentando experiéncias bem sucedidas para diversos conjuntos de dados.
Rao (1971) apresentou vérios modelos de otimizagado para resolver o problema de agru-
pamento, incluindo modelos de programacao inteira mista e nao-linear. Em particular,
modelos que tratam o problema de agrupamento em grafos podem ser encontrados de dife-
rentes formas, dependendo de como se deseja agrupar os nés do grafo e do tipo de medida
de conectividade utilizada para esse fim. Uma vantagem do uso de modelos ¢ a facilidade
em validar os resultados obtidos, uma vez que, por meio de sua fungao objetivo, é possivel
avaliar a qualidade da solugao obtida, diferentemente de outras abordagens que necessi-
tam de medidas especificas, como, por exemplo, aprendizado de maquina. Boas revisoes
que apresentam abordagens de programacao matematica para problemas de agrupamento

de dados podem ser encontradas em (Rao, 1971) e (Hansen e Jaumard, 1997).

Ferramentas muito utilizadas para resolver problemas de otimizagao de forma heu-

1O problema de agrupamento de grafos consiste em encontrar similaridades estruturais entre diversos
grafos de forma a agrupé-los (Schaeffer, 2007; Hlaoui e Wang, 2006).
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ristica sao as metaheuristicas. “Uma metaheuristica é um conjunto de conceitos que sao
usados para se definir métodos heuristicos que podem ser aplicados a uma grande va-
riedades de problemas. Em outras palavras, uma metaheuristica pode ser vista como
uma ferramenta algoritmica que pode ser aplicada a diferentes problemas de otimizacao
com poucas modificacoes para adapta-la a um problema especifico?.” Alguns exemplos de
metaheuristicas sao algoritmos genéticos (Goldberg, 1989), busca tabu (Glover e Laguna,
1997), Greedy Randomized Search Procedures (GRASP) (Feo e Resende, 1989), entre ou-
tros. Algumas dessas metaheuristicas tém sido amplamente usadas para a solucao de
problemas de agrupamento (Areibi e Vannelli, 1997; Franti et al., 1997; Lorena e Furtado,
2001). No trabalho desenvolvido nesta Tese sdo propostas metaheuristicas capazes de
lidar de forma eficiente com problemas de agrupamento em grafos. Além disso, buscou-se

enfocar o problema de agrupamento de dados em grafos do ponto de vista de otimizacao.

Para isso, sao propostos modelos de programacao matematica para esse problema.

1.1 Objetivos e Resultados

O primeiro objetivo desta Tese é propor metaheuristicas para o problema de agrupamento
de dados em grafos de acordo com matematicos propostos na literatura. Os modelos para

0s quais sao propostas metaheuristicas GRASP sao:

e Maximizagao da similaridade (soma das arestas) intra-cluster (Alpert ¢ Yao, 1994);

e Maximizagao da modularidade das parti¢oes (Girvan e Newman, 2002).

As metaheuristicas GRASP propostas nesta Tese apresentam diferencas em suas
construcoes, pois suas formulagoes tém uma diferenca fundamental: o modelo de maxi-
mizagao da modularidade nao exige a definicao prévia do nimero de clusters, definigao
necessaria para o modelo de maximizacao da similaridade intra-cluster. Dessa forma, as

metaheuristicas foram adequadas as restricoes dos modelos estudados.

O segundo objetivo desta Tese é propor modelos de agrupamento baseados na co-
nectividade dos noés de um grafo. Para isso, propoe-se uma generalizagao da medida
clustering coefficient (CC), que avalia a conectividade dos nds de um grafo, para avaliar
a tendéncia de agrupamento de parti¢oes de um grafo. Como existem duas medidas de
clustering coefficient para avaliacao de agrupamentos de nés de um grafo com pesos, um

proposto por Barrat et al. (2004) e o outro por Onnela et al. (2005), duas novas medidas

2Definicio extraida e traduzida de http://www.metaheuristics.net (acessado em 27/10/2010), sitio
do projeto Metaheuristics Network, coordenado pelo Prof Dr Marco Dorigo.
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sao propostas, cada uma a partir de um dos pontos de partida de clustering coefficient de
nos. A partir das medidas propostas, modelos matematicos que as maximizem sao apre-
sentados. Para resolver heuristicamente os modelos propostos, que sao caracterizados por

sua nao-linearidade, é proposto um algoritmo multi-nivel.

Por meio de uma série de testes, que utiliza 210 grafos com tendéncias de agru-
pamento e alguns dados reais da literatura, avaliou-se a qualidade das solugoes obtidas
pelas metaheuristicas e modelos propostos. Com relacao as metaheuristicas, resultados
comparativos indicaram seu melhor desempenho com relacao as outras heuristicas encon-
tradas na literatura para os mesmos modelos. Entretanto, o tempo computacional foi

mais elevado do que dos algoritmos existentes.

Os resultados obtidos para os modelos de maximizacao de diferentes medidas de
clustering coefficient indicaram que um deles gerou grupos em grafos bem condizentes
com os rotulos dos noés. A proposta apresentou resultados bem satisfatorios, sendo bas-
tante competitiva com o modelo de maximizacao de modularidade, que vem sendo muito
utilizado nos ultimos anos para detectar comunidades em redes. A grande vantagem desse
modelo proposto é a forma automatica com que encontra os agrupamentos. Dessa forma,
nao é necessario definir o nimero de clusters previamente para encontrar parti¢oes usando

esse critério de conectividade.

1.2 Organizagdo da Tese

Esta Tese esta dividida da seguinte maneira. No Capitulo 2 sao apresentadas as princi-
pais notagoes adotadas, assim como conceitos de Teoria de Grafos importantes para seu
entendimento. O Capitulo 3 é dedicado a uma revisao bibliografica dos modelos de agru-
pamento em grafos para os quais sao propostas metaheuristicas GRASP. No Capitulo 4
sao descritas as metaheuristicas GRASP propostas para os modelos de maximizacao da
soma das arestas intra-clusters e de maximizagao da modularidade de partigoes. No Ca-
pitulo 5 sao propostas medidas de avaliacao de particoes baseadas no clustering coefficient
e uma heuristica multi-nivel para resolver o modelo de encontrar particoes que maximize
essas medidas. No Capitulo 6 sao apresentados e discutidos os testes computacionais
realizados, onde as propostas desta Tese tém seu desempenho analisado. Por fim, no Ca-
pitulo 7 sao destacados os principais resultados desta Tese e as perspectivas de trabalhos

futuros.






CAPITULO

2

Teoria de Grafos

O objetivo central deste capitulo é introduzir as notagoes que serao usadas ao longo desta
Tese, assim como alguns conceitos basicos de Teoria de Grafos e de Teoria Espectral em

Grafos.

2.1 Notacbes e Conceitos Basicos

Um grafo é definido por G = (V(G),E(G)), em que V(G) é seu conjunto nao-vazio de
vértices (ou nds) e E(G), seu conjunto de arestas. Para simplificar a notagao, sera adotado
V =V(G) e E = E(G), sempre que for definido um grafo G. Caso seja necessério, ou
seja, exista mais de um grafo e seja necessério distinguir os seus conjuntos de vértices e

arestas, a notacao inicialmente definida seré utilizada.

Os elementos de V' sdo denotados por um conjunto de nimeros inteiros {1,...,|V|},
em que |V| é o ntimero de vértices do grafo G. Cada aresta de E é definida por uma dupla
(1,5), sendo que 7,j € V. Nesta Tese, |V| = n, o nimero de nos do grafo G, e |E| = m,
ou seja, m é o numero de arestas do grafo G. A Figura 2.1 ilustra um grafo de dois nos

conectados por uma aresta.

Um grafo G pode ser definido como direcionado (ou dirigido ou orientado) ou nao-
direcionado (ou nao-dirigido ou nao-orientado) indicando, respectivamente, se existe ou
nao direcao na relacao entre dois nos, representada graficamente nas arestas por meio de

setas. A Figura 2.2 ilustra um grafo direcionado em que o n6 mais & esquerda é o nd fonte
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e—©

Figura 2.1: Exemplo de grafo com dois nés e uma aresta.

e 0 n6 mais a direita é o nd sumidouro ou terminal. Em problemas em que um grafo é
nao-direcionado, pode-se simplesmente considerar os dois sentidos possiveis em todas as

arestas.

e—0

Figura 2.2: Exemplo de grafo com dois nos e uma aresta direcionada.

Como o trabalho aqui desenvolvido aborda apenas grafos nao-direcionados, a partir

deste ponto sao apenas definidos conceitos de grafos nao-direcionados.

Seja A = [aijlnxn, em que a;; € {0,1}, a matriz de adjacéncias do grafo G. Essa
matriz indica a relagao de adjacéncia entre os nés do grafo GG. Se houver uma aresta entre

os noés i e j de G, entao o valor de a;; sera 1. Caso contrério, a,; serd 0.

Neste trabalho, sao abordados grafos com pesos em suas arestas, também chamados
de grafos ponderados ou grafos com pesos. Os pesos das arestas desses grafos sao repre-
sentados pela matriz de pesos W = [w;|nxn, com w;; € R. O elemento w;; de W indica

o peso da aresta (4,7) de G.

Outra definicao utilizada nos proximos capitulos é a de grau dos nés de um grafo.
O grau de um no6 7« € V é o nimero de arestas adjacentes a i, que é definido por meio da

Equacao 2.1.

7=1

Em um grafo com pesos em suas arestas, outra defini¢ao para o grau dos nés de um

grafo pode ser utilizada. Essa definicao é apresentada a seguir.

j=1

Na literatura, ambas as defini¢oes de grau dos nos, da Equagao 2.1 e da Equagao 2.2,

sao usadas em um grafo com pesos. Por essa razao, toda vez que for mencionado o grau
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de um no, esse sera distinguido por uma das equagoes.

Uma particao de um grafo G é dada por um conjunto de grupos Ci,Cs,...,C} de
V, tal que, Ule C;i=Ve ﬂ?zl C;=0.

Um caminho é definido por uma seqiiéncia de nés cujas arestas ligam dois vértices
no grafo, levando-se em conta o sentido das arestas. Por exemplo, se um caminho ligando
os vértices 1 a 3 for dado por Seq = {1,2,4, 3}, entdo a seqiiéncia de arestas os unindo
¢ dada por (1,2), (2,4) e (4,3). Um caminho ¢ dito simples se nenhum de seus vértices
se repete, assim como ocorre no exemplo anterior para o caminho Seq. Uma componente
conexa € um subconjunto do grafo (subgrafo) que tem um caminho ligando quaisquer dois
vértices pertencentes ao subgrafo. A Figura 2.3 ilustra um grafo que contém somente uma

componente conexa.

Figura 2.3: Exemplo de uma componente conexa.

O caminho minimo entre dois nés de um grafo ponderado é aquele cuja soma dos
pesos de suas arestas é a menor dentre todos os caminhos possiveis. Em um grafo sem
pesos, a definicao de caminho minimo entre dois nds é a mesma, bastando considerar peso
unitario para cada aresta do grafo. Um ciclo ou circuito em um grafo é definido por um
caminho fechado, ou seja, por um caminho de G' que parte de um né i e volta a esse
mesmo no ¢. Diz-se que o ciclo é simples se tal caminho nao tiver repeticao de nos, exceto
pelos noés inicial e final, que devem ser iguais. Um grafo aciclico é aquele que nao contém

ciclos.

Se houver arestas entre quaisquer dois vértices de um grafo, entao se diz que ele
¢ um grafo completo. Um cligue em um grafo ¢ um subgrafo que também é um grafo
completo. O ntmero de arestas de um clique ¢é igual a n.(n.—1)/2, em que n. é o nimero
de nos do clique. A Figura 2.4 ilustra o clique com o maior nimero de nos do grafo da

Figura 2.3.

Figura 2.4: Exemplo de clique de um grafo.
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Uma drvore é um grafo aciclico conexo. Uma drvore geradora é um subgrafo gerador
(um subgrafo de G com todos os seus vértices) aciclico conexo. Uma drvore geradora
minima é uma arvore geradora com n — 1 arestas, sendo que, no caso de grafo ponderado,
a soma dos pesos de todas as arestas deve ser minima. Uma arvore geradora minima do

grafo sem pesos da Figura 2.3 é dada na Figura 2.5.

Figura 2.5: Exemplo de uma éarvore geradora minima do grafo da Figura 2.3.

O corte associado a um conjunto X de nos é o conjunto de todas as arestas que tém
uma extremidade em X e outra em V\X. A contra¢io de arestas ou de nos advém da
remoc¢ao de uma aresta do grafo e pela conseqiiente juncao de dois nés unidos pela aresta

removida.

Existem diversos outros conceitos de Teoria de Grafos (ver Diestel (1997)), entre-
tanto os conceitos apresentados sao os mais relevantes para o entendimento dos algoritmos
e métodos aqui apresentados. A seguir, sao apresentados alguns conceitos de Teoria Es-

pectral em Grafos para o entendimento de algoritmos a serem comparados nesta Tese.

2.2 Teoria Espectral em Grafos

A Teoria Espectral em Grafos iniciou-se na Quimica Quéantica, por meio de um modelo
teorico de moléculas de hidrocarbonetos nao saturadas (de Abreu, 2005). Tais moléculas
possuem ligagoes quimicas com diversos niveis de energia de elétrons. Alguns desses
niveis de energia podem ser representados por autovalores de um grafo, o que caracteriza
o estudo de Teoria Espectral. A fundamentagao tedrica da Teoria Espectral em Grafos
iniciou-se com Cvetkovi¢ et al. (1979) e com Hall (1970), sendo popularizada nas ultimas
duas décadas (Chung, 1994).

O uso da teoria espectral em problemas de agrupamento em grafos é usualmente
encontrado na forma de relaxacao espectral de problemas de particionamento de grafos.
Uma das vantagens dos algoritmos de agrupamento baseados em relaxagao espectral de
modelos de particionamento de grafos é a sua solucao por algebra linear padrao, que pode
ser facil de implementar por programas de computador. Vale ressaltar que os Laplacianos

de um grafo, definidos pelas matrizes Laplacianas, em especial, sao muito importantes



Capitulo 2. Teoria de Grafos 11

para agrupamento de dados espectral e que esta Tese se restringira a apresentar aqueles

que tém mais relevancia para o topico.

Seja W a matriz de pesos do grafo G, como definida na Secao 2.1. Seja D = [d;;]nxn,
com d;; € R, uma matriz diagonal, definida por d;; = > w;;, com j = 1,...,n. Vale
notar que d;; nada mais é do que a segunda definicao apresentada nesta Tese de grau de
um no6 j do grafo G. A matriz Laplaciana nao-normalizada de G, definida por L, é dada

por:

L=D-W. (2.3)

A matriz Laplaciana de um grafo sem pesos é definida por:

L=D- A (2.4)

Como os grafos estudados nesta Tese sao todos ponderados, as propriedades da
matriz Laplaciana L, apresentadas a seguir, serao para esse tipo de grafos. Entretanto, a
equivaléncia dessas propriedades para a matriz Laplaciana de um grafo nao ponderado é

direta, bastando considerar W = A.

Algumas convencgoes e notacoes devem ser apresentadas antes das propriedades da
matriz Laplaciana L serem expostas. A primeira se refere aos seus autovalores. Os
autovalores de uma matriz quadrada M de ordem n sao definidos pelas raizes do polinémio
caracteristico pyr(\) = det(M — \I,,), em que I, ¢ a matriz identidade! de ordem n. O
autovetor associado ao autovalor A de M é dado por x tal que Mz = Az, com x # 0 e
x € R™. A multiplicidade algébrica de um autovalor A é o niumero de vezes que ele é raiz

do polindémio caracteristico pys(A), e, para cada vez, um autovetor associado x é definido.

A matriz Laplaciana L é também conhecida como matriz de Kirchhoff (Kirchhoff,
1847), devido ao seu papel no Matriz-Tree Theorem. Esse teorema diz que dados dois
vértices ¢ e j de um grafo GG, e considerando-se que L;; é a matriz resultante da exclusao
da linha i e da coluna j da matriz L, o valor absoluto do determinante de L;; ¢ igual
ao numero de arvores geradoras do grafo G. Uma demonstragao desse teorema pode ser
encontrada em (Mohar, 1991).

Os teoremas e propriedades a seguir foram extraidos de (Mohar, 1991), (Hagen e
Kahng, 1992) e (Von Luxburg, 2007).

Proposicao 2.2.1. A matriz L satisfaz as sequintes propriedades:

1A matriz identidade é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdo 1.
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(i) Para cada vetor v € R™, tem-se que o' La = 5377 wij(x; — x5)°.

(ii) L € uma matriz simétrica e semi-definida positiva.
(iii) L tem n autovalores ndao negativos.

(iv) O menor autovalor de L é \y = 0, com o autovetor correspondente al, o € R, e 1

é o vetor unitdrio de dimensao n.

Para provar (i), considere as seguintes igualdades.

n
1
'Ly = 2'Dx — 2'Wa = g dyx? — g Wi T = B g wi;(z; — xj)Q.
i ,J

4,j=1

Por (i), tem-se que a matriz Laplaciana L é semi-definida positiva, pois 2'Lx > 0
desde que os pesos do grafo sejam todos positivos. Além disso, a matriz L é simétrica, pois
L=D—-W = D'"—W?" provando a propriedade (ii). A propriedade (iii) é conseqiiéncia
do fato da matriz L ser simétrica e semi-definida positiva. A propriedade (iv) pode ser
deduzida facilmente, pois, por (i), tem-se que todos os autovalores de L sdo maiores ou

igual a zero. Além disso,

n n n
2#1 Wiz —Wi2 e —Win 1 Zi;ﬁl Wix — Zz‘yﬂ Wix
n n n
—Wa1 27;752 Wig v —Win 1 2#2 Wiz — Zi;@ Wiz
n n n

Ou seja, Lal = 0al, o que implica que 0 é autovalor de L.

A proposigao seguinte diz respeito ao nimero de componentes conexas de G e ao

espectro de L.

Proposigao 2.2.2. Seja G um grafo nao direcionado com pesos nao negativos. A mul-
tiplicidade k do autovalor 0 de L corresponde ao nimero de componentes conexas de G.
Considere C1, ... ,Cy tais componentes conexas. O auto-espago do autovalor 0 € gerado
pelos vetores indicadores 1cy, ..., 1¢,.

Na Proposi¢ao 2.2.2, 1, é o vetor com 1 nas posi¢oes correspondentes a ordem
dos vértices pertencentes & componente conexa Cj;, ou seja, se o vértice j pertencer a
componente conexa C;, entao a j-ésima posicao do vetor 1, terd valor 1, caso contrério,

serd 0. Uma conseqiiéncia da Proposi¢ao 2.2.2 é a propriedade encontrada em Boccaletti et
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al. (2006), que diz que se o grafo apresentar uma estrutura com k clusters aparentes (nao
necessariamente perfeita), entdo havera apenas um autovalor igual a 0 e £ — 1 autovalores

bastante proximos de 0, enquanto os autovalores restantes serao bem maiores do que 0.

Como visto, os autovalores podem expressar algumas propriedades de componentes
conexas de um grafo. Um autovalor importante que apresenta relagoes entre componentes
conexas € 0 \y. Fiedler (1975) sugeriu que o autovetor associado ao autovalor A2, que mais
tarde veio a ser denominado autovetor de Fiedler, poderia ser utilizado para encontrar
uma aproximacao para o problema de particionamento do grafo em dois conjuntos. Tal
aproximagao é feita com base nos sinais dos componentes do autovetor de Fiedler. O autor
apresentou uma expressao para esse autovalor e denominou o seu valor de conectividade

algébrica do grafo G. Para mais detalhes, ver (Fiedler, 1975).

Diferente da formulacao de Fiedler, a seguinte equacao para o Ay € comumente usada:

'L 15w — )2
)‘Z(G) = min i = min _227]71 Zj( 7 J)
zl1,2£0 xtx z11,2£0 2 HxHQ

(2.5)

Esses sao os principais conceitos para o entendimento dos algoritmos espectrais de
agrupamento de dados apresentados nesta Tese. As notagoes apresentadas neste capitulo

sao adotadas nos capitulos posteriores, sem a repeticao de sua definicao.

A seguir, é apresentada uma revisao bibliografica de problemas de particionamento

que sao estudados nesta Tese.






CAPITULO

3

Modelos de Agrupamento em Grafos

O problema de agrupamento de dados em grafos vem sendo explorado ha varias déca-
das, utilizando diversas abordagens. Algumas revisdes desse tema, tais como (Cormack,
1971), (Hansen e Jaumard, 1997), (Schaeffer, 2007) e (Filippone et al., 2008), possibi-
litam uma visao geral do que tem sido desenvolvido nessa area envolvendo otimizacao.
Em particular, Schaeffer (2007) apresenta uma revisao do problema de agrupamento em
grafos mostrando a grande quantidade de publicagoes e diferentes abordagens nesse tema.
Algumas dessas abordagens sao baseadas na conectividade dos nés do grafo, na homo-
geneidade e na densidade dos nos, o que permite, conseqiientemente, gerar clusters com

diversas caracteristicas diferentes.

Segundo Beliakov e King (2006), devido a falta de uma formula¢ao mateméatica pre-
cisa para definir um conjunto de conceitos distintos para analise de agrupamento, um
estudo formal de suas metodologias nao é usualmente realizado. A Pesquisa Operacional
pode promover um formalismo matematico, assim como prover ferramentas importantes
para modelos de agrupamento. Além disso, a programacgao matemética pode fornecer
indices de validacao das solugoes obtidas. Os modelos matematicos existentes para agru-
pamento em grafos sao diversos, havendo diferentes objetivos para o particionamento de
grafos. Esses diversos modelos sao capazes de produzir clusters de diferentes formatos

que podem ser mais adequados para determinadas conformacgoes dos dados.

Existem varios modelos e algoritmos para agrupamento em grafos. Esta revisao
bibliografica tenta abranger os algoritmos de particionamento de grafos que sao usados

para abordar o problema de agrupamento em grafos usando dois critérios: maximizagao
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da similaridade intra-cluster e maximizacao da modularidade das particoes. Entretanto,
alguns outros modelos de particionamento atualmente estudados para o problema de agru-
pamento em grafos sao apresentados, sem uma revisao muito aprofundada da literatura
em que se discuta os diversos algoritmos existentes para eles, para nao se perder o foco

do estudo desta Tese.

3.1 Formulacées de Corte e Particionamento de Grafos

Como ja foi mencionado anteriormente, existem diferentes abordagens na literatura para
tratar o problema de particionamento de grafos. A diversidade de formulagoes é originada
das limitacoes e das vantagens que cada uma apresenta. Algumas dessas formulagoes sao

apresentadas a seguir.

Os problemas de particionamento de grafos em k clusters podem apresentar dife-
rentes nomenclaturas quando deseja-se particionar o grafo em dois (bi-particionamento)
ou em mais grupos (k-particionamento). Formalmente, o problema de k-particionamento
baseado em formulagoes de cortes de grafos tem como objetivo eliminar arestas de um
dado grafo de forma a produzir £ componentes conexas. Geralmente, o objetivo das for-
mulagoes para esse problema ¢é fornecer clusters bem separados com alta conectividade
intra-cluster. Para tal, a maioria desses critérios determina diferentes alternativas para a

escolha do conjunto de arestas a serem eliminadas. Considere a seguinte formulagao:

corte(r*) = %ZW(Q,C}). (3.1)

em que W(C,,Cy) = > iec, wij; C; é todo C; tal que j # i; 7% é uma k-particao’; e I1* o
jeC

Jebi
conjunto de todas as k-particoes de G.

Problema do Corte Minimo

O primeiro problema de particionamento a ser apresentado é o de minimizacao do corte
da k-particao. Ele consiste na selecao do conjunto das arestas cuja soma dos pesos é a

menor possivel. Tal formulagao é apresentada na Equacao 3.2.

in corte(r" 3.2
mmin cor e(m") (3.2)

1Uma k-particdo é um particdo do grafo G com k clusters.



Capitulo 3. Modelos de Agrupamento em Grafos 17

Essa formulagao tem o objetivo de minimizar a soma dos pesos das arestas entre
os pares de nos de diferentes clusters, corte(m*). Wu e Leahy (1993) observaram que as
particoes, dependendo das caracteristicas do grafo a ser particionado, podem ter clusters
com um unico nd, o que pode nao ser desejavel, como por exemplo, em planejamento de
circuitos. Por esse motivo, outras formulagoes que levam em consideragao aspectos adici-
onais foram propostas na tentativa de resolver esse problema. Um exemplo é encontrado
em (Alpert et al., 1999), em que os autores consideraram limitantes inferiores e superiores
para delimitar o tamanho dos clusters da particao m*. Nesse caso, um conjunto de restri-
¢oes ¢ adicionado a formulagao (3.2): £; < |C;| < U;, para 1 < i < k. Os parametros L;
e U; sdo, respectivamente, os limitantes inferiores e superiores do i-ésimo cluster e |C;| é

o namero de noés de um cluster C;.

Problema de Minimizacdo do Raio do Corte

Outra abordagem para evitar o problema de particoes com nos isolados em um tnico
cluster é considerar a Equacao 3.2 dividida pelo nimero de nés em cada cluster. Essa
formulagao foi inicialmente proposta para o problema de bi-particionamento (Leighton e
Rao, 1988; Wei e Cheng, 1989), e é conhecida como problema de minimizagao do raio da
biparti¢ao. Anos depois, ela foi generalizada por Chan et al. (1994) para o problema de
minimizagao do raio do corte da k-particao, por meio de sua conexao com o problema de

alocagao quadratica (Hall, 1970). Essa nova formulagao é representada pela Equagao 3.3.

ﬂ:gleiélk raio corte(r*) (3.3)
em que:
k —
1 e
raio corte(n") = 5 Z % (3.4)

=1

Os algoritmos encontrados na literatura para a soluc¢ao desse problema sao, em sua
maioria, algoritmos espectrais (Hagen e Kahng, 1992; Von Luxburg, 2007). Para mais

detalhes desses algoritmos, recomenda-se a leitura de (Von Luxburg, 2007).

Problema de Minimizacdo do Corte Normalizado

Outro modelo que tem sido investigado para agrupamento em grafos é o problema de
minimizagao do k-corte normalizado. Nesse problema, cada parcela do corte das arestas,
W (C;,Cy), é fracionado pela soma dos graus dos noés dentro do cluster C;, que é dado por

vol(Ci) = 3 icc, djj- A formulagdo desse problema ¢ apresentada na Equagao 3.5.
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: k
min, neut(m") (3.5)
em que:
k —
I WI(GLEY)
Koty = 3.6
e T2 Z vol(Cy) (3:6)

=1

Esse problema foi proposto por Shi e Malik (1997, 2000), que o derivaram de uma
relacao entre medidas normalizadas de associacao e de desassociacao de nés de um grafo.
A associagao normalizada reflete a média da conectividade dos noés dentro do cluster.
A medida de desassociacao mede o custo do corte como uma porcentagem do corte das
arestas com relacao a todos os nos do grafo. Os autores concluiram que o problema
de encontrar uma particao que minimize a desassociagao entre clusters ¢ o mesmo que
encontrar uma parti¢do que maximize a associa¢ao dentro dos clusters. Os mesmos autores

propuseram o uso de algoritmos espectrais para resolver esse problema.

Problema de Minimizacdo do Corte Min-max

Essa formulacao, o problema de minimizac¢ao do corte min-max, foi proposta por Ding et
al. (2001, 2004) e tem como objetivo a minimizagdo das somas das similaridades inter-
clusters e a simultanea maximizacao das somas das similaridades intra-cluster. Ela pode

ser expressa pela Equagao 3.7.

min corte min-maz (") (3.7)
wkellk

em que:

corte min- ma:c

Mw
%%

(3.8)

=1

Novamente, os proprios autores que propuseram essa formulacao desenvolveram uma
relaxacao espectral da mesma para a posterior proposicao de uma heuristica para resolveé-

la.

Esses modelos de cortes foram estudados e, como resultado, decidiu-se por abordar
o problema de minimizacao do corte de arestas, que também pode ser abordado como
o problema de maximizag¢ao da soma das similaridades intra-cluster. O primeiro motivo
de utiliza-lo é o fato de ele ser mais intuitivo do que os outros modelos de corte. O
segundo é que nenhum dos outros modelos garantiu resultados muito melhores do que o
de minimizacao do corte, que é mais simples. O terceiro é que os autores criticam o modelo

de minimo corte por produzir clusters com nimeros de nos diferentes, ou seja, particao
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nao balanceada, que pode ser interessante em algumas aplicagoes de agrupamento em

grafos.

Nos testes computacionais, o problema de apresentar clusters com nos isolados foi
observado. Entretanto, as particoes nao foram apenas caracterizadas por essa limita-
¢ao. Pelo contrario, essa formulacao se apresentou eficiente, e com partigoes proximas de

classificacoes verdadeiras de bases biologicas, quando o grafo estudado era completo.

3.2 Formulacdo Matematica para a Maximizacdo da Soma das

Arestas Intra-Cluster

Esse modelo procura encontrar uma particao em um grafo de forma a maximizar o ntimero
de arestas compartilhadas dentro dos clusters. Se o grafo for ponderado, o modelo visara
a maximizagao dos pesos das arestas intra-cluster. Um modelo matemético nao-linear
para esse problema é apresentado a seguir. Ele tem grande semelhanca com o problema
de designagao quadratica e pode ser encontrado em (Rao, 1971) e (Kochenberger et al.,

2005) para problemas de agrupamento de dados.

n—1 n k
maxr Yy, Y, Wi Y. Talj
=1

i=1 j=i+1 t

sujeito a:

Zmit21 t=1...k (3.10)

zy € {0,1} i=1...nt=1...k (3.11)

em que:

x; € uma variavel binaria que assume valor 1 se o né ¢ pertence ao cluster t e 0, caso

contrario.
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As Restrigoes (3.9) for¢cam cada no i a pertencer a um cluster. As Restrigoes (3.10)
garantem que o cluster j tenha pelo menos um né contido nele. Por fim, as Restri-

¢oes (3.11) definem as varidveis x;; como binarias.

Esse modelo é caracterizado por ter uma funcao objetivo nao-linear, logo, é neces-
sario usar técnicas de programagao inteira nao-linear para resolvé-lo. Nesse caso, nao
ha nenhum algoritmo polinomial capaz de resolvé-lo na otimalidade. Um modelo linear

equivalente ao anterior é apresentado a seguir.

n—1 n
mazx Y Y. WijYi

i=1 j=i+1
sujeito a:
(3.9) — (3.11)
yi; € {0,1} i=1..nj=i+1...n (3.13)
em que:

y;; € uma variavel binéria que assume valor 1 se os n6s 7 e j pertencerem ao mesmo cluster,

e 0, caso contréario.

As Restrigoes (3.12) e (3.13) garantem que y;; assuma o valor 1 se ambas as variaveis
xir e x;; forem iguais a 1. Esse modelo linear tem n?/2 — n varidveis a mais do que o
modelo inteiro anteriormente apresentado e n(n — 1)(k + 1)/2 restrigdes adicionais. Para
resolvé-lo na otimalidade pode-se utilizar um pacote de otimizagao, como o CPLEX ILOG
(2007). O CPLEX ¢é um pacote que utiliza a técnica branch and bound and cut e muitos
outros operadores de pré-processamento para tratar problemas de programacao inteira
mista. Entretanto, a utilizagao desses pacotes nao é viavel em problemas grandes, com
um nimero de nés maior do que 150, como foi apresentado por Nascimento et al. (2010b).
Por essa razao, o uso de heuristicas eficientes se mostra necessario para encontrar uma

solucao de boa qualidade para o problema.

As heuristicas encontradas na literatura para resolver de forma heuristica o pro-
blema de particionamento de grafos que minimizem o corte ou maximizem a soma dos

pesos das arestas intra-cluster sao diversas, como por exemplo, as descritas em (Alpert
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e Yao, 1994), (Karypis e Kumar, 1996) e (Alpert et al., 1999). Alpert e Yao (1994) e
Alpert et al. (1999) reduziram o problema de minimizagao de cortes de um grafo ao pro-
blema de particionamento de um vetor. Esse problema consiste em encontrar um particao
P* = {P,,...,P,} de um conjunto de vetores Y. Limitantes superiores e inferiores para
delimitar o tamanho dos conjuntos P; com 1 < i < k podem ser definidos. Para resolver
heuristicamente o problema discutido, os autores propuseram o uso de um algoritmo gu-
loso de ordenacao linear no problema reduzido. Nessa reducgao, o conjunto de vetores a
serem particionados é calculado usando o conjunto dos d > k autovetores associados aos
d menores autovalores da matriz Laplaciana L do grafo a ser particionado. Depois de or-
denado, o vetor é particionado por meio do algoritmo de programagao dindmica de Alpert
e Kahng (1994). Por usar os autovalores da matriz Laplaciana do grafo, esse algoritmo

faz parte da classe de algoritmos espectrais.

Seguindo essa mesma linha de algoritmos, mais recentemente, outras abordagens
mais simples para encontrar uma particao do conjunto dos autovetores associados a ma-
triz Laplaciana do grafo a ser particionado foram propostas. Para o modelo de particiona-
mento estudado, existe, por exemplo, o algoritmo apresentado em (Von Luxburg, 2007),
conhecido como Unnormalized k-means Algorithm (Ukmeans). Esse algoritmo gera uma
solugao para o modelo abordado nesta secao depois de uma relaxacao do mesmo. A
matriz dos k autovetores associados aos k menores autovalores dispostos na coluna da
matriz é a solugao do modelo relaxado. A heuristica proposta por Von Luxburg (2007)
para encontrar uma solucao factivel para o problema original consiste na aplicacao do
algoritmo k-médias? (Kaufman e Rousseeuw, 1990) a matriz de autovetores. O resultado
é encontrado considerando a i-ésima linha da matriz representando o né ¢ do grafo a ser

particionado.

Outra classe de algoritmos que foram propostos para resolver esse problema sao
os algoritmos multi-niveis. Eles representam uma categoria de algoritmos de particio-
namento que tém se mostrado eficientes devido & sua robustez e estabilidade. Alguns
exemplos desses algoritmos em grafo podem ser encontrados em (Barnard e Simon, 1994),
(Hendrickson e Leland, 1995), (Karypis e Kumar, 1996) e (Karypis e Kumar, 1998). Esses

algoritmos sao compostos basicamente por trés fases, que sao descritas a seguir.

1. Fase de contragao: Nessa fase, o grafo é sucessivamente comprimido (contragao
dos nds) em alguns passos, até atingir a fase de particionamento inicial, onde ele

estd, segundo o critério do algoritmo de contracao, na sua condigao base.

2. Fase de particionamento inicial. O grafo base é particionado segundo algum

20 algoritmo k-médias consiste em minimizar o soma dos quadrados das distancias entre os objetos e
o centréide do cluster ao qual eles pertencem.
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Fase de contragao
ojuaweulyal ap ase4

__, Particdo
projetada

Particéo
refinada

Fase de particionamento inicial

Figura 3.1: Tlustracao de particionamento por algoritmo multi-nivel de um grafo.

algoritmo de particionamento.

3. Fase de refinamento. O grafo base é sucessivamente expandido até sua estrutura

original. A particao da base inicial é melhorada durante o processo de refinamento.

Um esquema que ilustra um tipico algoritmo multi-nivel é apresentado na Figura 3.1.

Segundo Karypis e Kumar (1996), os algoritmos multi-niveis sao rapidos se com-
parados, por exemplo, a algoritmos espectrais. Sao capazes de particionar grafos com
milhares de nos e arestas em poucos segundos. Além disso, segundo os autores, sao

algoritmos paralelizaveis.

Diversos algoritmos multi-niveis foram propostos para o problema discutido nesta
secao. Alguns desses algoritmos tém como restri¢ao adicional gerar parti¢oes cujos clusters
tenham tamanhos semelhantes. Barnard e Simon (1994) propuseram um algoritmo multi-
nivel recursivo espectral para o problema de bi-particionamento de grafos. A fase de
contracao desse algoritmo é feita por meio de emparelhamentos maximais, estratégia

comumente empregada nessa fase dos algoritmos multi-niveis. Um emparelhamento em
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um grafo G é definido por um conjunto S de arestas em que, para cada (i,j) € S5,
nao ha nenhuma aresta (k,j), com k # i ou (k,i) com k # j que pertenga a S. Um
emparelhamento S é dito maximal se, para qualquer aresta do grafo que nao esteja no
emparelhamento, exista ao menos uma de suas pontas® em alguma aresta do conjunto S.
Cada aresta do conjunto maximal é contraida e os pesos das arestas adjacentes a esses nos
sao recalculados. Para a fase de refinamento, Barnard e Simon (1994) apresentaram um

algoritmo iterativo baseado no quociente de Raleigh, aproximando o valor do autovetor
de Fiedler.

Hendrickson e Leland (1995) executaram em seu trabalho a contragdo por empare-
lhamentos maximais. Para isso, eles propuseram uma generalizagao para k-particoes de
um algoritmo encontrado na literatura para o problema de bisse¢ao de grafo para compor
a fase de particionamento da base inicial. Na fase de refinamento, os autores utilizaram

uma versao da busca local de Kernighan e Lin (1970).

Karypis e Kumar (1998) usaram duas abordagens para a contra¢ao dos nos, uma
encontrando um emparelhamento maximal aleatério e a posterior contragao dos noés do
emparelhamento, e a outra pela criacao de multi-nés de vértices altamente conexos. Com
relacao a fase de particionamento da base inicial, eles utilizaram quatro algoritmos dife-
rentes de k particoes: um de bi-particionamento espectral generalizado e os outros trés
de natureza combinatorial, que tentam produzir bissecoes com cortes de arestas de pesos
baixos utilizando varias heuristicas. A fase de refinamento de Karypis e Kumar (1998)
envolve a projecao e o refinamento das parti¢oes que retornam ao espaco original. A cada
passo, é realizada uma busca local. Para realizar a busca local, os autores também usaram

a heuristica proposta por Kernighan e Lin (1970).

Mais recentemente, Dhillon et al. (2007) propuseram um algoritmo multi-nivel para
agrupamento de dados semelhante ao proposto por Karypis e Kumar (1998). A fase de
contracao é caracterizada por um procedimento de corte minimo. Essa fase, segundo os
autores, permite que outros objetivos para particionamento do grafo sejam abordados.
Para particionar a base inicial, os autores propuseram um método de bi-particionamento
generalizado para k particoes. Os autores também avaliaram outros dois métodos de
particionamento, que sdo: um algoritmo espectral (Yu e Shi, 2003) e um algoritmo de
crescimento de vizinhancga, que agrupa o grafo base selecionando os vértices aleatoriamente
e expandindo a regiao em torno desses vértices pela estratégia de busca em largura. A
fase de refinamento é caracterizada pelo uso de um algoritmo baseado no k-médias e uma

operacao de busca local, em que hé transferéncia de nos entre os clusters.

3Uma ponta em uma aresta é um dos nés conectados por essa aresta.
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3.3 Formulacdo Matematica para a Maximizacdo da Modularidade

Conforme discutido no Capitulo 1, encontrar padroes em dados é um problema de ampla
aplicabilidade em diversos ramos da ciéncia, e uma maneira de identificar padroes em um
conjunto de dados é dividi-lo em clusters para posterior analise. Citando um exemplo,
hé diversas décadas o problema de deteccao de comunidades vem sendo estudado. Esse
problema consiste em determinar comunidades em uma rede social para se explicar o
comportamento de grupos de individuos. Estudos datados da década de 20 sobre esse
problema podem ser encontrados, como é o caso de (Rice, 1927), em que o autor realiza

uma deteccao manual de grupos politicos.

Uma maneira de se representar as redes sociais é por meio de grafos. Para isso, basta
considerar os nés como os individuos e suas interagoes pelas arestas conectando os nos.
Essas interagoes podem ter intensidade, sendo representadas pelos pesos das arestas entre
os nos dos grafos. Dessa forma, o problema de encontrar comunidades sociais se reduz ao
problema de encontrar agrupamentos em grafos, ou ao problema de particionamento de

grafos ou, ainda, ao problema de deteccio de comunidades em redes?.

O problema de deteccao de comunidades em redes consiste em identificar grupos
de noés, que também podem ser chamados de modulos, com alta conectividade intra-
grupos. Recentemente, um avanco envolvendo o problema de deteccao de comunidades
feito por Girvan e Newman (2002) despertou a atengao de fisicos e matematicos. Nesse
trabalho, os autores apresentam uma nova medida de avaliagao de comunidades, que
pode ser otimizada e utilizada na deteccao de comunidades. Essa medida, conhecida
como modularidade, tem raizes na mecéanica estatistica. Grosso modo, ela consiste na
avaliacao da conectividade de particoes de uma dada rede tendo em vista a sua mesma
configuragao (mesma seqiiéncia de graus de nos) em grafos aleatorios. Se a tendéncia de
agrupamento desses nés nao for um evento comum, entao a medida é favorecida, desde
que haja um indicio de agrupamento da particao. Essa medida é mais bem detalhada a

seguir.

3.3.1 Modularidade

A modularidade é uma medida proposta nesta década para a avaliacao de qualidade de
algoritmos de agrupamento em grafos (Girvan e Newman, 2002). A seguinte formulagao

¢ considerada como ponto de partida para sua definicao:

4Neste trabalho, redes tém a mesma definicio de grafo.
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k k
Dic1 Zj:l a;;6(ci,cp)
)

2m

q(m) =

em que 7 é uma particao do grafo G com k clusters; ¢; € o cluster ao qual o no6 ¢ pertence;

(3.14)

e §(ci,c;) € uma fungdo que recebe o valor 1 se os nos ¢ e j pertencem ao mesmo cluster,

e 0, caso contréario.

O numerador de ¢(7) indica a soma do nimero de arestas intra-cluster, somada duas
vezes, por isso a divisdo por 2. Como m é o ntumero total de arestas do grafo, ¢(7) avalia
o numero de conexoes dentro dos clusters com relagao ao grafo original. Logo, quanto

mais proximo de 1 o valor de g() estiver, melhor é a conectividade da partigao.

Entretanto, a formulagao 3.14 é considerada fraca, pois uma particao de apenas
um cluster, correspondendo a todo o grafo, terdA modularidade 1. Para contornar esse
problema, uma outra formulacao para a modularidade é considerada. Essa formulagao é
apresentada na Equagao 3.15 e visa medir a diferenga entre o ntimero de arestas unindo

os vértices do mesmo cluster e o nimero esperado dessas arestas em um grafo aleatorio.

=1 j=1

A parcela g;—gj indica a probabilidade de existir uma aresta (7,j) em um grafo aleatorio
mantendo o grau dos noés do grafo original, lembrando que g; é o grau do né 7 definido
pela Equagao 2.1. Nessa medida, o pior caso ocorre quando o grafo tiver modularidade
0 e o grafo aleatorio tiver modularidade 1, ou seja, quando ¢(w) = —1. O melhor caso
ocorre quando o grafo tiver modularidade 1 e o grafo aleatério tiver modularidade 0, ou

seja, quando ¢(m) = 1.

Se o grafo tiver pesos, a definicao de modularidade de sua particao é dada por:

ko
kol

ﬁ 3 [ ] 5(cic;) (3.16)

i=1 j=1

em que d; ¢ a defini¢do de grau de um né dada pela Equagao 2.2 e m' = > d;/2.

Diversas propriedades dessa medida de qualidade e caracterizagoes do grafo segundo
essa medida foram estudadas por Brandes et al. (2008). Adicionalmente, os autores desen-
volveram um modelo linear inteiro que fornece uma particao que maximiza a modularidade

de um grafo GG, dado por:
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n n
mazximize Yy, Y TijTij
i=1j=1

sujeito a:
Tip + e — 204 < 1 1<ijk<n (3.19)
em que r;; = ﬁ(’wij — ;ljz{) se o grafo tiver pesos e r;; = ﬁ(azj — ‘;ﬁf), caso o grafo nao

tenha pesos em suas arestas. Nessas equagoes, x;; ¢ um varidvel binaria que assume o

valor 1 se os nos ¢ e j pertencem ao mesmo cluster, e 0, caso contrério.

Para resolver o problema de detecgao de comunidades, diversas heuristicas foram
propostas. Algumas delas sao de arredondamento, ou seja, a heuristica arredonda a
solucdo do problema relaxado linearmente (Agarwal e Kempe, 2008); heuristicas baseadas
na relaxacao espectral do modelo original, cuja solugao é dada pelos autovetores da matriz
R = [ijlnxn (Newman, 2006); algoritmo multi-nivel (Noack e Rotta, 2009), entre outras.
Outra heuristica para esse problema foi proposta por Clauset et al. (2004). Ela consiste
em um procedimento guloso seguido de uma busca local. A busca local empregada nesse
algoritmo é a de Kernighan e Lin (1970), que permite movimentos que originam solugoes

piores do que a solugao corrente da iteracao.

A seguir, serao discutidas as técnicas de validagao adotadas nesta Tese.

3.4 Técnicas de Validacdo

Agrupamento de dados tem se mostrado uma subarea de aprendizado de maquina bem
madura e consolidada. Entretanto, seu estudo em grafos ¢ ainda uma area amplamente
inexplorada. Logo, validar resultados de algoritmos de agrupamento de dados em grafos
é um grande desafio. Apesar disso, algumas medidas e indices para verificar a eficiéncia
dos algoritmos de agrupamento sao usados como critérios de validacao. Mesmo nao sendo
totalmente apropriadas, elas analisam a estrutura obtida para verificar se o agrupamento
satisfaz requisitos minimos de estabilidade e acuréicia. Esses critérios associam um valor a
um agrupamento ou particao, constituindo assim uma importante ferramenta para avaliar
a qualidade. Esses critérios permitem verificar quao adequadas sao as parti¢coes produzidas

para um determinado conjunto de dados. Varios critérios que avaliam diferentes aspectos
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das parti¢oes geradas foram publicados, tais como (Rezaee et al., 1998), (Theodoridis e
Koutroubas, 1999), (Xie e Beni, 1991) e (Pal e Biswas, 1997).

Segundo Theodoridis e Koutroubas (1999), trés grandes abordagens tém sido se-
guidas para a validacao de clusters: critérios internos, que avaliam os resultados de um
dado algoritmo de agrupamento segundo os valores do vetor de atributos, por exemplo,
a matriz de similaridades (analise mais quantitativa); critérios externos, que avaliam o
algoritmo de agrupamento de acordo com a intui¢ao ou conhecimento sobre a estrutura
verdadeira do conjunto de dados; e, por fim, os critérios relativos, que empregam uma
avaliacao mais robusta cuja idéia basica é avaliar a estrutura da particao comparando
os resultados de um dado algoritmo de agrupamento, usando o préoprio algoritmo com
valores de parametros diferentes. Os critérios estudados e adotados neste trabalho sao do
tipo interno e externo. O critério de avaliacao interna de cada modelo é avaliado por sua
propria funcao objetivo. Ja o critério externo pede uma definicao mais detalhada, a ser

fornecida no préximo paragrafo.

Um dos indices externos mais comumente usados é o indice Rand corrigido, chamado
aqui de CRand (Hubert e Arabie, 1985). Esse indice sera usado para avaliar as partigoes
dos algoritmos propostos nesta Tese. Ele avalia as parti¢coes com relagao as classificagoes
reais fornecidas nos conjuntos de dados. O indice Rand avalia a similaridade entre duas
particoes por meio de uma analise de concordancia e discordancia entre pares de objetos
das parti¢oes. O indice Rand considera dois objetos concordantes em duas partigoes se,
em ambas, os objetos pertencem ao mesmo cluster ou se, em ambas as partigoes, os

objetos pertencem a clusters diferentes. O indice CRand é uma normalizacao do Rand e
¢ dado pela equacao a seguir.

kK [ |can ey e\ & (e n
L)) E(T)) G
CRand = K [ [on & (| ke (|09 Kb [ |CY| n
E(T) R ECT) 20T
(3.20)

b sa0 as duas particoes a serem comparadas, K e K°, o nimero de clusters
b

em que 7 e
das particoes 7 e 7°, respectivamente, e C e C’JI-’, o cluster i de ™ e o cluster j de 7°,
respectivamente. O valor de CRand varia no intervalo [—1,1]. Quanto mais proximo de 1

esse valor estiver, mais concordantes sao as duas partigoes.

Pode-se observar que existem diversos indices e medidas para avaliar os agrupamen-

tos e que muitos deles podem ser conflitantes. Por essa razao, é usado apenas esse indice
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externo para que a avaliacao seja mais estavel e direcionada ao proposito desta Tese.

3.5 Consideracdes Finais

Os algoritmos de agrupamento de dados em grafos sao algoritmos que buscam particionar
um grafo em grupos de nos com alta conectividade intra-cluster. A forma de se definir
tal conectividade pode ser traduzida de diversas maneiras, que podem ser tratadas como
fungao objetivo do problema de particionamento. Este capitulo apresentou algumas das
formulacoes que sao mais estudadas para particionamento de grafos, sendo que para duas
delas sao propostas metaheuristicas nesta Tese. Além disso, foi apresentada uma revisao
bibliografica das heuristicas encontradas na literatura para essas duas formulagoes: a de
maximizacao da soma das arestas intra-cluster e a de maximizacao da modularidade das

particoes.

O modelo de maximizacao da similaridade intra-cluster nao vem sendo muito estu-
dado nos tltimos anos para agrupamento de dados, sob a justificativa de que ele produz
particoes insatisfatérias. Para minimizar tais limitacoes, outras fungoes objetivo foram
propostas, com a intencao de produzir agrupamentos de melhor qualidade. Entretanto,
por meio de testes realizados nesta Tese e em (Nascimento et al., 2010b), existem casos

em que esse modelo apresenta resultados muitos bons.

Em contraste, o modelo de maximizagao da modularidade tem sido bastante explo-
rado desde que foi proposto. Algumas limitacoes desse modelo foram apresentadas por
Porter et al. (2009). Entretanto, os autores apontam que esse modelo precisa ser bem ex-
plorado de forma a se estudar melhor os agrupamentos por ele produzidos. Uma maneira
de realizar esse estudo é a proposta de heuristicas que produzam parti¢coes mais proximas
da solugao 6tima, para se analisar adequadamente as caracteristicas dos agrupamentos
em diversos grafos. Esse é o objetivo desta Tese: propor heuristicas que cumpram com
seu objetivo de encontrar solugoes de boa qualidade segundo seu critério interno, a sua
funcao objetivo. O critério externo tem o objetivo de apenas verificar se as parti¢coes sao

consistentes.



CAPITULO

4l

Metaheuristicas Propostas

Avaliando os modelos discutidos no capitulo anterior e revisando a literatura sobre os
métodos existentes para resolvé-los, observou-se que, para esses problemas, poucas me-
taheuristicas sao propostas. Uma das possiveis razoes para isso ocorrer é o alto custo
computacional que as metaheuristicas podem apresentar, principalmente para problemas
com diversas varidveis, que é o caso das formulacoes para agrupamento de dados, como
as apresentadas no capitulo anterior. Entretanto, vale destacar a qualidade das solugoes
encontradas por elas, que podem compensar o fato de serem mais lentas e custosas para

problemas grandes.

Nesse contexto, em busca de solu¢oes de melhor qualidade optou-se por propor me-
taheuristicas para esses problemas, ja que hoje em dia, a velocidade dos processadores
pode compensar a desvantagem do custo computacional das metaheuristicas. Dessa forma,
esta Tese apresenta duas metaheuristicas GRASP para os problemas anteriormente discu-
tidos: o de maximizacao da soma dos pesos das arestas intra-clusters e o de maximizac¢ao

da modularidade das parti¢oes.

Antes de se entrar em detalhes sobre as caracteristicas das metaheuristicas propos-

tas, uma introdugao sobre a metaheuristica GRASP é apresentada.
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4.1 Metaheuristica GRASP

A metaheuristica GRASP (do inglés, Greedy Randomized Adaptive Search Procedures) é
uma metaheuristica de multiplos inicios, inicialmente proposta por Feo e Resende (1989)
para resolver o problema de otimizacao combinatéria conhecido por problema de recobri-
mento de nés. Essa metaheuristica é caracterizada por ser composta por duas fases: a fase
construtiva e a fase de busca local. A primeira fase produz uma solucao iterativamente
até que esta solucdo seja factivel'. Essa solucao é entao melhorada por meio da segunda
fase da metaheuristica, a de busca local. Cada iteragao da metaheuristica GRASP pode,

portanto, ser sumarizada pelos passos a seguir.

GRASP

Passo 1. Construa uma solucao pela Fase Construtiva.

Passo 2. Execute a Busca Local na solugao encontrada no passo anterior e retorne a
solugao atualizada.

Passo 3. Se o niimero méximo de iteragoes foi atingido pare, senao volte ao Passo 1.

O GRASP foi formalmente definido por Feo e Resende (1995) que apresentaram va-
rias propriedades, assim como sua aplicacao a outro problema de otimizagao combinatoéria

além do de recobrimento de noés, o de designagao quadratica.

Desde que foi proposta, diversos métodos para resolver problemas de otimizagao
baseados nessa metaheuristica foram documentadas na literatura, como pode ser obser-
vado em revisoes relacionadas ao tema (Festa e Resende, 2002; Resende e Ribeiro, 2010).
Alguns exemplos de problemas para os quais foi proposta pelo menos uma metaheuristica
GRASP sao: agrupamento de dados (Cano et al., 2002; Marinakis et al., 2008), problema
de designagao quadratica (Oliveira et al., 2004), problema de dimensionamento de lotes
(Nascimento et al., 2010a), entre outros. Esses trabalhos sdo caracterizados pela apre-
sentacao de resultados melhores ou bastante competitivos quando comparados a outros
métodos encontrados na literatura para os problemas estudados. Tendo a eficiéncia do
GRASP como motivacao principal para o seu estudo, optou-se pelo uso dessa metaheu-
ristica nesta Tese. Cada uma das suas fases é detalhada a seguir, para uma melhor

compreensao das metaheuristicas GRASP propostas.

1Uma solucdo ¢ dita factivel se ela obedece todas as restricdes do modelo.
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4.1.1 Fase Construtiva

A primeira fase do GRASP, a de producao de uma solucao, é conhecida como Fase Cons-
trutiva. Essa fase é caracterizada por um algoritmo semi-guloso? que produz uma solucao
gradualmente, até que ela seja factivel segundo a formulagao matematica para a qual ela
esté sendo proposta. Apesar de haver algoritmos na literatura em que a solugao produzida
pela fase construtiva nao é necessariamente factivel com o modelo estudado (Nascimento
et al., 2010a), a proposta original dessa fase ¢ de que a solugao final da fase construtiva

seja factivel.

A fase construtiva do GRASP é formada por uma lista composta por elementos
candidatos a serem incluidos na solucao parcial, que é, inicialmente, uma solucao vazia.
A partir dessa lista, uma outra, conhecida como Lista Restrita de Candidatos ou LRC, é
construida. A LRC consistira dos elementos com os melhores custos incrementais. Como
ambos os problemas abordados nesta Tese sao de maximizacao, os elementos com melhores
custos incrementais serao aqueles que fornecerem os maiores custos incrementais. Tra-
tando essa descricao generalizada da metaheuristica para um problema de maximizagao,

a fase construtiva pode ser resumida de acordo com os seguintes passos.

Fase Construtiva

Passo 1. Considere inicialmente a solugao parcial como uma solugao vazia.

Passo 2. Seja S uma lista contendo todos os candidatos a serem incorporados na
atual solucao parcial.

Passo 3. Seja c¢(s) o custo incremental ao incorporar o elemento s € S a solugao
parcial e, Cpin € Cmae, Tespectivamente, os custos incrementais minimo e
méaximo dos elementos da lista S.

Passo 4. Defina a LRC da seguinte maneira: s € LRC < ¢(s) € [¢pnin + @(Crmaz —
Crmin)sCmaz), com a € [0,1].

Passo 5. Sorteie um elemento da LRC e o incorpore a atual solugao parcial.

Passo 6. Se a atual solugao parcial nao for factivel, retorne para o Passo 2. Senao,
va para o Passo 7.

Passo 7. Retorne a solugao parcial atualizada.

Devido aos Passo 4 e 5, esse procedimento é conhecido por ser semi-guloso. Uma

alternativa ao Passo 4, é dada por:

e Ordene a lista S em ordem decrescente e defina a LRC da seguinte maneira: s €

LRC & s pertencer a i-ésima posigao da lista ordenada S, em que i < |S|a, com

2De acordo com Hart e Shogan (1987), uma heuristica ¢ dita semi-gulosa quando possuir uma com-
ponente aleatéria, a, em que « € [0,1]. A cada iteragdo da heuristica deve-se decidir entre as «100%
melhores op¢oes, ou dentre um ntmero ¢ dependente de o de melhores opcoes.
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a € [0,1].

Finalizada a construgao da solucao, é iniciada a fase de busca local, que é explicada

a seguir.

4.1.2 Busca Local

Uma heuristica comumente utilizada para encontrar uma solugao para problemas de oti-
mizagao ¢ conhecida como busca local. Essa heuristica ¢ normalmente utilizada como
parte de outras metaheuristicas, como GRASP, busca tabu (Glover e Laguna, 1997) e
algoritmos meméticos. Dada uma solugdo x e uma func¢do vizinhanga V : = — V(x),
a busca local procura por uma solucao de melhor qualidade nessa vizinhanca definida
pela funcao V. Como, nesta Tese, serao apenas abordados modelos de maximizac¢ao, uma
solugdo de melhor qualidade na V(z) é uma solugdo cujo valor da fungao objetivo seja
maior do que o valor retornado para a solugao x. A busca por uma solucao de melhor
qualidade ¢ iterativa e a solucao x é substituida por uma solugao de melhor qualidade da
vizinhanca da solucao da iteragao corrente. A busca local para apenas quando nao houver
uma solucao de melhor qualidade na vizinhanga da solucao corrente. Os passos béasicos

de uma busca local estao sumarizados a seguir.

Meétodo da Descida
Passo 1. Dada uma solugao x, encontre 2’ € V(x) tal que f(2') > f(x).

Passo 2.  Se 2’ = (), va ao Passo 3, sendo, substitua x por z’ e volte para o Passo 1.

Passo 3. Retorne z que é o maximo local.

Essa busca local, conhecida como método da descida ¢ uma das abordagens mais
usadas de busca local. Outro método bastante conhecido e utilizado é o método da mdzima
descida, que tem uma ligeira modificagao nos passos do método anteriormente apresentado

e é descrito a seguir.

Meétodo da Mdzima Descida
Passo 1. Dada uma soluc¢ao x, encontre 2’ € V(z) tal que f(z') > f(z) e f(2) >
f(2"), V2" e V().

Passo 2.  Se 2’ = (), va ao Passo 3, sendo, substitua x por z’ e volte para o Passo 1.

Passo 3. Retorne x que é o maximo local.

Pode ser observado que a diferenca entre o método da descida e o de maxima descida
¢ que o primeiro procura por qualquer solucao =’ da vizinhanca de x para realizar a troca
de solugoes, substituindo x por z’. Ja o método da méxima descida busca pela melhor

solugao da vizinhanca para realizar tal troca de solugoes.
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Os algoritmos de busca local sao conhecidos por terem como limitagao o nao conhe-
cimento da distancia do 6timo global ao local. Apesar de essa caracteristica ser comum
a maioria dos métodos heuristicos, o problema da busca local é a grande dependéncia
da solucgao inicial para gerar solucoes de boa qualidade. Por essa razao, tal heuristica
funciona melhor quando se tem mais de uma solucao inicial como ponto de partida para

a busca.

No GRASP, um conjunto de solugoes é produzido pela sua fase construtiva, que
é semi-gulosa, visando fornecer a diversidade necessaria das solugoes de partida para a
busca local. Apesar da diversidade nao garantir 6timos locais melhores, h4 uma maior
probabilidade de se obter diferentes 6timos locais quando é fornecido mais de um ponto
de partida para a busca. A cada iteracao do GRASP, um 6timo local é encontrado, e a

melhor solucao dentre todas as iteracoes é mantida como solucao final do GRASP.

4.2 GRASP para o Modelo de Maximizacdo da Soma das Arestas

Intra-Clusters

Nesta secao é proposta uma metaheuristica GRASP para o problema de maximizacao da
soma dos pesos das arestas intra-cluster. Esse trabalho deu origem a uma publicacao no
periodico Computers and Operations Research (Nascimento et al., 2010b). As fases do

algoritmo GRASP proposto para essa formulacao sao apresentadas nas se¢oes seguintes.

4.2.1 Fase Construtiva

A fase construtiva da metaheuristica proposta utiliza um procedimento de corte de arestas
de um dado grafo G. Inicialmente, a solugao é dada pela particao em que todos os nos
de G pertencem a um tunico cluster. O processo continua e as arestas do grafo sao
gradualmente eliminadas de forma que, a cada passo, uma nova componente conexa, que
representa um novo cluster da parti¢ao, seja criada. O procedimento para quando o
numero de componentes conexas do grafo atinge o ntimero k de clusters desejado, ou seja,
quando a solucao torna-se factivel. A eliminacao de arestas do grafo consiste dos seguintes

Passos.
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Fase Construtiva

Passo 1. Construa uma lista S, com seus valores em ordem crescente, com as ny,
menores arestas dentre todas as componentes conexas Cy do grafo G, em
que n, = min{max{0.1m,n},> , me,} . Defina m¢, como o ntmero de
arestas da componente conexa CY.

Passo 2. Construa a lista LRC usando os a|n;| menores elementos de S.

Passo 3. Selecione aleatoriamente uma aresta (i,j) e particione a componente co-
nexa (%, & qual os nés 7 e j pertencem, em duas componentes conexas,
executando o seguinte procedimento: considere C; e C;, respectivamente, os
clusters aos quais o n6 ¢ e j pertencem, inicialmente apenas com estes nos;
Vt € Cy, calcule 7 = arg max._(; j3 W, e elimine todas as arestas (¢,r) € Cy,
tal que r ¢ C..

Inicialmente, C é o grafo original G. Note que a lista S tem um ndmero limitado
de componentes, aproximadamente 10% do ntmero total de suas arestas. Esse limite
foi imposto por dois motivos: melhorar o tempo computacional do algoritmo proposto e
garantir uma melhor estabilidade das solucgoes encontradas por ele. Por meio de testes
preliminares, observou-se que esse limite era capaz de encontrar solucoes de boa qualidade
em um tempo computacional razoéavel, e, por esse motivo, foi adotado. Vale ressaltar que
os passos anteriormente descritos se repetem até que se atinja o nimero de componentes

conexos desejado.

Apesar de a fase construtiva proposta eliminar arestas do grafo, ao passar para
fase de busca local, as arestas eliminadas sao novamente consideradas para avaliar os
movimentos entre os nos dos clusters. Se essas arestas nao fossem consideradas, nao

haveria movimento de melhoria da solucao encontrada na Fase Construtiva.

4.2.2 Busca Local

Depois das solugoes terem sido construidas na Fase Construtiva, aplica-se esta fase de
melhoria. A busca local desenvolvida nesta Tese para ambas as heuristicas GRASP pro-
postas realiza transferéncias de nos entre clusters. Essa estratégia é comumente utilizada
e foi inicialmente proposta por Kernighan e Lin (1970). A tnica diferenga entre a heu-
ristica de busca local proposta nesta Tese e a de Kernighan e Lin (1970) é que a dltima

permite movimentos que piorem a solug¢ao em uma dada iteragao.

Para o entendimento da heuristica de busca local proposta nesta Tese, considere a
Equagao 4.1. Essa equacao avalia a melhoria da solucao encontrada por meio da transfe-

réncia do no6 ¢ de um cluster C; para um cluster Cj.
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jeCs JjeCy

Os principais passos da busca local proposta sao apresentados a seguir. Seja 7 a

parti¢ao encontrada na Fase Construtiva.

Busca Local

Passo 1. Para cada n6 ¢ € C, da particao m, se §;(Cx) > 0, em que C; =

arg max 0;(Cy), transfira o no i para o cluster Cy, se C, # (.
Coem,CstCy

Passo 2. Se alguma transferéncia de no6 entre clusters foi realizada no Passo 1, entao
retorne ao Passo 1. Caso contrério, va para o Passo 3.

Passo 3. Retorne a particao atualizada .

Nessa busca local, o Passo 1 é executado no maximo 50 vezes, valor fixado por meio

de testes preliminares.

A seguir, a metaheuristica. GRASP proposta para o modelo de maximizagao da

modularidade de particoes é descrita.

4.3 GRASP para o Modelo de Maximizacdo de Modularidade

Esta secao é dedicada a descricao da heuristica GRASP proposta para o modelo de ma-
ximizacao da modularidade das particoes. Este trabalho foi desenvolvido em colaboracgao
com o Prof Dr Leonidas Pitsoulis. Cada fase da heuristica GRASP proposta é detalhada

nas secoes seguintes.

4.3.1 Fase Construtiva

A fase construtiva do algoritmo proposto tem caracteristicas opostas as da fase constru-
tiva proposta para o modelo de maximizacao da similaridade intra-cluster. Ao invés do
processo, a cada iteragao, provocar “quebras” dos clusters, os noés sao adicionados ite-
rativamente aos clusters das particoes. Para entender como essa fase funciona, em sua
primeira iteracdo, considere a particao inicial 7(%) composta por noés isolados de G, i.e.,
70 =", Ci, em que C; = {i}. Calcule a modularidade da solucio inicial, ¢(7(?), se-
gundo a Equagao 3.16. Considere o célculo da variacao da solugao dado pela Equagao 4.2

ao se combinar um cluster i ao cluster j, denotado por AQ(C;,C;).
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AQ(CZ,C]) = Z Ty (42)

(ilvjl)vileoimj/ecj

Com isso, a fase construtiva do GRASP proposto para essa formulagao matematica

tem os seguintes passos.

Fase Construtiva

Passo 1.

Passo 2.

Passo 3.

Passo 4.

Passo 5.

Passo 6.

Passo 7.

Passo 8.

Passo 9.

Passo 10.

Faca it «— 0. Defina 7(®) como discutido anteriormente, e faca /¥ = ) e
70 — ;(0)

Para cada cluster C; de 7, insira em uma lista L o valor da maior
melhoria resultante de sua combinacdo com outro cluster C; (custo de
combinacdo), ou seja, o custo de combinacao do cluster C; com o C; =

argmax AQ(C;,Cs). Mantenha nessa lista a tripla (AQ(C;,C;), C;,C;).
Csen,Cs#C;

Mantenha a lista L em ordem decrescente e crie um LRC com os «|L]
maiores custos de combinagao, com « € [0,1].

Sorteie um elemento (AQ(C,,C,),C,,C,) da LRC em que: C, € 70"V ¢
C, € 7" se it >0e C,, C, € "1 caso contrario.

Se it = 0, entdo faca 7" = {7"(*~1) — C, — C,}. Sendo, faca 7" =
{760 ).

Construa uma nova particio 7 = 7/ U 7701 em que 7' = 7/ y
{Cw}, e Cyp € o cluster resultante da combinagao dos clusters C, e C,
sorteados no Passo 4.

Se 7" # (), faca it « it + 1 e va para o Passo 9. Sendo, retorne a particao
7.‘,(it).

Para cada cluster isolado de 7", considere a maior melhoria quando ele é
adicionado a um cluster C; de n’. A melhoria aqui é denotada por 6(C;,C}),
em que C; pode ser um cluster nao-vazio de 7’ ou um cluster vazio (nesse
ultimo caso, C; seria simplesmente adicionado a parti¢ao 7).

Crie uma lista L com as maiores melhorias para cada cluster de ©”, sendo
que cada elemento da lista é a tripla (6(C;,C;),C;,C;).

Va para o Passo 4.

O Passo 9 esta explicado de uma maneira ineficiente para facilitar a explicacao

dessa fase construtiva. Na implementacao da heuristica, esse passo leva em consideragao

informagao de iteracoes anteriores, sendo apenas uma atualizacao da lista L.
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4.3.2 Busca Local

A busca local aplicada as solugoes encontradas na fase construtiva emprega a mesma
estratégia proposta para o GRASP para o problema de maximizagao da similaridade
intra-cluster. Entretanto, como a fun¢ao objetivo é diferente e a escolha do nimero de
clusters desse modelo é automatica, algumas pequenas modificacoes foram feitas de forma
a se adequar ao modelo de maximizac¢ao da modularidade das partigoes. Da mesma forma
que a busca local proposta na Secao 4.2.2, ela consiste na transferéncia de nos entre clusters
se esta transferéncia permitir particoes com solu¢oes melhores do que a particao corrente.
A avaliacao da melhoria em se transferir um né ¢ de um cluster C; para um cluster C é

dada pela Equacao 4.3.

3;(Cs) = Z Tij — Z Tij (4.3)

jECs jECt

Os passos da busca local sao apresentados a seguir.

Busca Local

Passo 1. Para cada n6 ¢ € Cy da partigdo m, se 6;(Cy) > 0, em que C} =

argmax 0;(Cy), transfira i para o cluster C.
Csem,Cs#Ch

Passo 2. Se algum movimento foi executado no Passo 1, entao retorne ao Passo 1.
Senao, va ao Passo 3.

Passo 3. Retorne a particao atualizada .

Assim como na busca local proposta para o modelo de maximizacao de pesos das

arestas intra-cluster, o Passo 1 é aqui executado no méximo 50 vezes.

As principais diferencas entre essa busca local e a busca local para o modelo an-
teriormente apresentado é que C} pode ser um cluster vazio e que o ntumero de clusters
inicialmente definido na fase construtiva pode aumentar ou diminuir com as iteracoes da

busca local.

4.4 Consideracdes Finais

Este capitulo apresentou as metaheuristicas GRASP propostas para os modelos de maxi-
mizacao da similaridade intra-cluster e de maximizacao da modularidade das parti¢oes.
Os motivos pelos quais optou-se por essa metaheuristica foram a experiéncia que a aluna
tem com essa metaheuristica, e o fato dela ser uma metaheuristica que tem apresentado

bons resultados para diversos tipos de problemas. E observado na literatura que o GRASP,



38 Tese de Doutorado

quando hibridizado, apresenta um melhor desempenho. Normalmente a hibridizagao é
feita com a metaheuristica path-relinking (Crowston et al., 1963; Glover e Laguna, 2000).
Por esse motivo, foram testadas hibridizagoes das metaheuristicas GRASP propostas com
path-relinking. Entretanto, a melhoria das solucoes encontradas por essas hibridizagoes
com relagao & metaheuristica GRASP pura nao foi relevante, quase inexistente, para os
problemas aqui apresentados. A deficiéncia pode estar associada ao path-relinking pro-
posto, mas como nao foi encontrada nenhuma alternativa que melhorasse a sua qualidade,

a hibridizacao do GRASP néao foi e nem sera discutido nesta Tese.

A seguir, sao propostos novos modelos matemaéticos para agrupamento de dados em
grafos. Eles consistem da modificacao de diferentes versoes de uma medida conhecida
por avaliar a conectividade de nos em grafos, o clustering coefficient. Adicionalmente, um

algoritmo multi-nivel é proposto para resolver esses modelos de forma heuristica.



CAPITULO

)

Proposta de Clustering Coefficient

A relevancia do problema de agrupamento de dados é destacada pela grande quantidade
de estudos e algoritmos para a sua solucao. Isso acontece pois, apesar da diversidade
de algoritmos para solucioné-lo, cada um deles possui diferentes limitagoes. A principal
causa disso ¢é a dificuldade em se definir uma formulacao matematica que generalize esse
problema. Por essa razao, o problema ainda necessita de novas alternativas e formulacoes
que o resolvam ou que encontrem particoes por meio de algoritmos que possuam uma

base matematica mais solida que minimizem as limitacoes dos j& existentes.

Uma das limitacoes encontradas em algoritmos de agrupamento é a necessidade da
definicao prévia do ntimero de clusters na particao a ser encontrada. Nesta Tese, os algo-
ritmos capazes de definir a partigao e o nimero de clusters de um grafo automaticamente
sao chamados de algoritmos de agrupamento automaticos em grafos. KEsses algoritmos
sao de grande importancia para a analise de um conjunto de dados, pois permitem a
aplicagao de algoritmos de agrupamento a um conjunto de dados sem um conhecimento
prévio de sua configuracao, que é justamente a principal caracteristica dos dados utilizados
no problema de agrupamento, um problema da &rea de aprendizado nao-supervisionado.
Por essa razao, a realizagao de pesquisas envolvendo esse tipo de algoritmo é de clara

importancia para o problema de agrupamento de dados.

Algoritmos de agrupamento automaticos que sejam baseados em um modelo ma-
tematico bem definido nao sao muito explorados nas pesquisas da area de aprendizado
nao-supervisionado. Usualmente, nesses algoritmos, adota-se um estudo empirico do con-

junto de dados, como se o problema de detectar o nimero de clusters presentes no con-
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junto de dados fosse separado do problema de encontrar a parti¢cao ideal. Exemplos dessa
tendéncia podem ser encontrados em estudos relacionados a teoria espectral, em que os
autores definem o nimero de clusters por meio da escolha do indice k do autovalor que
produza o maior eigengap' da matriz Laplaciana. Em seguida é aplicado algum algoritmo

de agrupamento com o nimero de clusters previamente definido pelo eigengap.

Um exemplo de modelo de agrupamento automatico em grafo que nao trate o pro-
blema de definir o ntmero de clusters da particao a ser encontrada separadamente do
de encontrar a particao final é o modelo de maximizacao de modularidade das parti¢oes
(Girvan e Newman, 2002). O que torna o processo automatico nesse modelo é a matriz
de modularidade, R, possuir valores negativos, quando conveniente, que seriam as “pe-
nalidades” de dois nés pertencerem a um mesmo cluster. Além disso, o mesmo modelo
tem uma vantagem nao encontrada em muitos algoritmos e modelos de agrupamento de
dados: a possibilidade da avaliagao da qualidade das particoes geradas, sempre tendo um
limitante superior (6timo) para ser atingido, o que nao é uma questao simples e direta

para modelos de agrupamento.

Além de propor metaheuristicas para modelos ja existentes de agrupamento em
grafos, a fim de analisar as parti¢coes encontradas por eles, o principal objetivo desta
Tese ¢ propor um novo modelo mateméatico que trate das duas limitacoes encontradas
nos algoritmos de agrupamento de dados em grafos discutidas anteriormente, ou seja, que
defina automaticamente o niimero de clusters e forneca a qualidade da particao encontrada
segundo o critério adotado pelo algoritmo. Se o uso de um algoritmo 6timo for inviavel
para verificar a validade das solu¢oes, uma heuristica para tal modelo deve ser proposta

para avaliar sua capacidade de particionar grafos de forma coerente com um dado critério.

Para cumprir essa meta, como ponto de partida para propor uma nova medida
de avaliacao de particoes, estudou-se uma medida conhecida por avaliar a tendéncia de
agrupamento de nés de um grafo, conhecida como clustering coefficient (Watts e Strogatz,
1998). Existem duas versdes dessa medida, uma global e outra local. A primeira avalia
a tendéncia de conectividade do grafo, enquanto a segunda foi desenvolvida para analisar
a tendéncia de conectividade dos nds do grafo individualmente, por meio da anélise da
conectividade de sua vizinhanca. Nesta Tese, a segunda versao do clustering coefficient é
o ponto de partida do modelo proposto para agrupamento de dados em grafos. A seguir,

uma introducgao a medida clustering coefficient é apresentada.

1k = arg max;<;<,_1 eigengap;, em que eigengap; = |A; — Xit1-
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5.1 Clustering Coefficient

Antes de abordar a medida clustering coefficient, vale informar que, neste capitulo, o
grau de um dado n6é de um grafo é definido como o niimero de nés adjacentes a ele,
independente do grafo ter peso ou nao em suas arestas. Dessa forma, a definicao de grau

deste capitulo é a dada pela Equagao 2.1.

Como ja foi dito, o clustering coefficient é uma medida que pode ser encontrada na
literatura em duas variagoes: a global e a local. O clustering coefficient global analisa, em
um dado grafo, a razao entre o seu nimero de ciclos de trés nés, denominados triangulos,
e o seu numero de triplas. Uma tripla é um subgrafo conexo de trés nos, ou seja, trés
nos do grafo que sdo conectados por duas ou trés arestas (Opsahl, 2009). O clustering

coefficient global pode ser medido pela Equacao 5.1.

numero de tridngulos de G

C(G) =

5.1
numero de triplas de G (5:1)

E importante mencionar que essa definicao ¢ valida apenas para grafos nao dirigidos e
sem pesos. Algumas propostas para a sua generalizacao para grafos dirigidos e ponderados
sao discutidas em (Opsahl, 2009). Entretanto, como o clustering coefficient global nao foi
estudado para propor o modelo que esta sendo proposto nesta Tese, esse tema nao sera

mais abordado daqui em diante.

O segundo tipo de clustering coefficient, o local, foi proposto por Watts e Strogatz
(1998). Como essa sera a abordagem adotada nesta Tese, quando for mencionado clus-
tering coefficient, deve ser assumido o tipo local. A sua defini¢ao surgiu do estudo da
conectividade dos vizinhos de um dado né. Esse estudo avalia, para cada um dos vizinhos
de um dado né 7, a fragao entre o niimero de conexoes existentes entre eles e o ntimero
total de possiveis conexoes entre os vizinhos do no, este tltimo sendo igual ao ntmero de
arestas em um clique de g; noés: ¢;(g; — 1)/2. A seguir, uma equagao simplificada para

calcular o clustering coefficient de um dado n6 ¢ de um grafo sem pesos G é apresentada.

nimero de arestas compartilhadas entre os vizinhos do né ¢
Ci(GQ) = (5.2)

nimero total de possiveis conexoes entre os vizinhos do noé i

O denominador da Equacgao 5.2, que se refere ao niumero total de possiveis conexoes
entre os vizinhos do noé i, leva em consideracao apenas a informagao local do grau do n6
¢ para estimar o possivel clique entre os vizinhos. Uma equagao que faz uso da matriz de

adjacéncias para calcular o clustering coefficient de um no6 i, C;(G), é dada por:
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2 Zgll Z%;;l Qi A Qi
Ci(G) = —F——= : 5.3
© gi(gi — 1) (5:3)

O clustering coefficient foi inicialmente proposto apenas para grafos sem pesos. Anos
depois, sugiram algumas generalizacoes dessa medida para grafos com pesos. A primeira

delas, proposta por Barrat et al. (2004), é apresentada na Equagao 5.4.

n—1 n

C'(G) = d; Z Z MGU%W% (5.4)
i(gi a 1) J=1 k=j+1 2

J#i ki
Segundo Onnela et al. (2005), um problema associado a Equagao 5.4 é ser indiferente
ao peso das arestas (j,k) que estdo conectando os vizinhos do né i. Isso significa que, se
os pesos das arestas entre os vizinhos do né ¢ forem bem inferiores ao peso de suas arestas
conectando ao noé i, o seu clustering coefficient nao ira diferir do caso em que os pesos das
arestas entre os vizinhos do n6 ¢ forem bem altos. Como alternativa a essa medida, no
ano seguinte, Onnela et al. (2005) apresentaram sua generalizagao para grafos ponderados,
considerando o peso das arestas entre os vizinhos do n6 i. Nessa medida, é necessario
modificar o numerador da formulagao original para grafos sem pesos, que indica o nimero
de tridngulos em torno do né i, pela soma das intensidades dos triangulos ao redor do n6
t. Tal formulacao, C}(G), leva em considerac¢ao o peso das arestas entre os vizinhos do n6

1 e é dada por:

i 2 Zgl.l Z%;;l (3 Wig i) /*
C(G)=—"F—~ 5.5
© gi(gi — 1) 7 (5:5)

em que W;; = w;;/ max{wyli,j € Z,1 < i,j < n}. Pode ser observado que C;(G) € [0,1]

ja que Zg Zﬁzgl(wijwikwjk)w < gi(gi —1)/2. Se C;(G) = 1, entdo a vizinhanca do né
J#i i

¢ inclui todas as combinagoes de triangulos que podem ser formadas, em que cada aresta

que faz parte dos tridngulos tem peso maximo.

Convencionalmente, quando se deseja calcular o valor do clustering coefficient de
um grafo, calcula-se a média do clustering coefficient entre todos os seus nés. Portanto,

o clustering coefficient de um grafo sem pesos pode ser calculado como a seguir:

C(G) = %Zci(a). (5.6)

Analogamente, o clustering coefficient de um grafo com pesos possui duas versoes,
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cada uma devido as diferentes generalizagoes existentes para grafos com pesos. A primeira,

proposta por Barrat et al. (2004), é apresentada a seguir:

(@) = %chi@' (5.7)

O clustering coefficient de um grafo, segundo a versao proposta por Onnela et al.

(2005), pode ser calculada como a seguir:

e(G) = %Z@(G)' (5.8)

Para se avaliar particoes de um grafo, no capitulo seguinte é proposta uma adaptacao
do clustering coefficient das Equagoes 5.3, 5.4 e 5.5. Com as medidas propostas, busca-se
detectar as particoes que tenham um valor elevado para essas medidas. Para isso, sao
introduzidas formulacoes matematicas que procuram maximizar as medidas propostas. A

seguir, essas medidas de avaliacao de particoes sao apresentadas.

5.2 Clustering Coefficient para Avaliar Particées de um Grafo

Como ja foi mencionado, esta se¢ao propoe medidas baseadas nas diferentes variagoes de
clustering coefficient para avaliar a tendéncia de agrupamento de uma particao. Além
disso, sao propostas formulacoes matematicas para encontrar particoes que maximizem

essas medidas propostas.

Para facilitar a compreensao das medidas propostas nesta Tese, considere uma par-
ticao do grafo. Nessa particao, elimine as arestas que conectam os diferentes clusters, ou
seja, faca o corte do grafo de acordo com a particao dada. Segundo a medida de avaliagao
proposta, o valor do clustering coefficient dessa particao ¢ o valor do clustering coefficient
calculado pela Equagao 5.6, se o grafo nao é ponderado, e pelas Equacgoes 5.7 e 5.8, caso
o grafo seja ponderado. Vale observar que ambas as medidas avaliam a conectividade dos

vizinhos dos nés de um grafo para verificar se eles tém uma tendéncia de agrupamento.

Tendo em vista o que foi dito, para se calcular o clustering coefficient de um né de

uma particao m em um grafo sem pesos em suas arestas, considere a Equacao 5.9.

n—1 n
205 Zk;;;l 30k ik
A

() g
) 7 1)

Yijk (5.9)
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em que y;;, ¢ uma varidvel binaria que assume valor 1 se os nos ¢, j e k pertencem ao

mesmo cluster e 0, caso contrario; e ¢g; pode ser calculado pela Equagao 5.10.

g; = Zaijxij, (510)
j=1

em que z;; ¢ uma variavel binaria que recebe valor 1 se os nés 7 e j pertencem ao mesmo
cluster e 0, caso contrario. Pode ser observado que g é o nimero de nos adjacentes ao
n6é ¢ que estao no mesmo cluster. Note que clusters com nos isolados ou com apenas
uma conexao nao podem ser analisados por meio dessa medida, pois o denominador seria
gi(g — 1) = 0, resultando em uma divisdo por zero. Dessa forma, quando isso ocorrer,
considere ¢g; = 2, pois a medida fara sentido e indicard que o n6 nao tem nenhuma

tendéncia de agrupamento.

Para avaliar a qualidade de uma particao © de um grafo com pesos, duas equagoes
podem ser utilizadas. A primeira, baseada na formulacao proposta por Barrat et al.

(2004), considera o clustering coefficient de um n6 i de m dado por:

(wij —I—wZ
Z Z - : 5 @ijQikQikYijk- (511)

J=1 k=j+1

A ki

Hz(ﬂ') g _1

A segunda calcula o clustering coefficient de uma particao m de um grafo com pe-
sos considerando a medida proposta por Onnela et al. (2005). Nesse caso, o clustering

coefficient de um né ¢ da particao m é dado por:

- 2 2]72 Ek a+1(www]kwlk) e
Hi(m) = J g.(g. =) Yijk- (5.12)

Analogamente ao célculo do clustering coefficient de um grafo, o clustering coef-
ficient de uma particao é dado pela sua média para todos os nos da particao. Por-
tanto, o clustering coefficient de uma particado em um grafo sem pesos é dado por:
H(m) = >.¢  Hi(m)/n, enquanto o clustering coefficient de uma particio em um grafo
com pesos ¢ dado por: H'(m) = S0, H'i(n)/n ou H(r) = Y27, H(w)/n. Vale observar

que o valor dessas medidas pertence ao intervalo [0,1].

A seguir, sao apresentadas formula¢oes nao-lineares para encontrar partigdes que

maximizem as medidas propostas.
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5.3 Formulacdo Matematica

O objetivo deste capitulo é propor uma formulacao matematica que encontre uma par-
ticao em um grafo utilizando a conectividade dos nos do grafo a ser particionado. Essa
formulagao deve ser capaz de identificar a particao do grafo sem a necessidade de defi-
nir o namero de grupos. Baseado na medida previamente proposta, um modelo para a

maximizacao do clustering coefficient das particoes é proposto a seguir:

sujeito a:
Tij + Tin > 2k 1<ij<nj+1<k<n (5.13)
Tij + Tk — 204 < 1 1<ijgk<n (5.14)
g =" zijay 1<i<n (5.15)
j=1
ij Yije € {0,1} 1<ij<nj+1<k<n (5.16)

em que hijj, = a;jaxaj se o grafo ndo tiver pesos e hij, = (W) se o grafo tiver
pesos em suas arestas; y;;; ¢ uma variavel binaria que assume valor 1 se os nés i, j e k
pertencem ao mesmo cluster e 0, caso contrario; e x;; é uma variavel binaria que assume

valor 1, se os nds ¢ e j pertencem ao mesmo cluster e 0, caso contrario.

As Restri¢oes (5.13) fazem com que se z;; ou z;;, for(em) nula(s), a variavel y;y
também seja nula. Além disso, essas restricoes estabelecem que se as variaveis x;; e Ty
forem ambas unitérias, a variavel y;;, também sera unitéria, pois, nesse caso, y;jr < 1
e o problema se torna de maximizagao de valores positivos. As Restrigoes (5.14) fazem
com que a varidvel x;; seja unitaria se e somente se as variaveis x;; e z;, também forem
unitarias. As Restrigdes (5.15) obrigam as varidveis g, a assumir o valor equivalente
ao numero de nos adjacentes ao nod ¢ que compartilham o mesmo cluster. Por fim, as

Restrigoes (5.16) fazem com que as varidveis z;; e v;;, sejam binarias.

Outra formulagao, baseada no indice clustering coefficient para grafos com pesos
proposto por Barrat et al. (2004), é apresentada a seguir. Esse modelo também é néo-

linear e suas varidveis sao inteiras.
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sujeito a:

i+ Tjk > 2k 1<ij<nj+l<k<n (5.18)

9= mija 1<i<n (5.20)
j=1

Zij ik € {0,1} 1<ij<nj+1<k<n (5.21)

(wij+wik)

em que h;j; = 5

a;jaira;,. Note que as restrigoes desse modelo sao as mesmas do

modelo anterior.

Vale a pena ressaltar que muitas variaveis e restricoes de ambos os modelos mate-
méticos apresentados nesta secao podem ser eliminadas. Para tal, considere ¢ < j para z;;
ei < j < k para y;;; e faca alguns ajustes nas restricoes e fungao objetivo. A formulagao

foi apresentada dessa maneira para torna-la mais intuitiva ao leitor.

Como essa formulagao é nao-linear e, pelo conhecimento da aluna, ele nao se en-
quadra em nenhum caso especial de problemas nao-lineares que podem ser resolvidos
de maneira eficiente, apenas uma busca exaustiva poderia encontrar sua solucao 6tima.

Y
Entretanto, como essa busca é intratével, pois o espaco de solucao pode ser grande, foi pro-
posta uma heuristica multi-nivel para resolvé-lo, que é explicada em detalhes na proxima

Secao.

5.4 Heuristica Multi-Nivel

Para resolver heuristicamente o modelo proposto na se¢ao anterior, diferentes abordagens
foram consideradas. Inicialmente, uma metaheuristica GRASP semelhante & proposta
para a maximizacao da modularidade foi testada. Foi observado que, para problemas
com mais de 500 nos, essa metaheuristica nao se mostrou uma boa opgao, pois o seu
custo computacional é muito alto devido a complexidade do algoritmo utilizado para
calcular uma solugao factivel, que & O(n?). Dessa forma, passou-se a procurar alternativas
eficientes para resolver esse problema. As opc¢oes adequadas para a resolucao do problema
considerando sua complexidade foram: a adogao de heuristicas paralelas e/ou daquela

classe de algoritmos discutida na Segao 3.2, de algoritmos multi-niveis. Por se sentir mais
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confortavel com algoritmos multi-niveis, a aluna optou pela segunda opcao.

Como ja foi observado, os algoritmos multi-niveis tém sido amplamente usados para
encontrar partigoes de boa qualidade (Karypis e Kumar, 1996, 1998; Dhillon et al., 2007;
Noack e Rotta, 2009; Oliveira e Seok, 2007, 2008). Eles sao caracterizados por apresentar
trés fases: a de contragao dos nos, a de particionamento do grafo contraido e a de refina-
mento. Na tltima ocorre a expansao do grafo e o simultaneo melhoramento da particao
encontrada na fase anterior. Nesta Tese, um algoritmo multi-nivel é proposto para resol-
ver o modelo introduzido na se¢ao anterior. As fases desse algoritmo sao compostas pelos

passos apresentados a seguir:

1. Fase de Contragao: Nessa fase, uma seqiiéncia de emparelhamentos maximais entre
os nos do grafo sao executados até o grafo atingir um tamanho pré-definido ou nao

ser mais possivel emparelhar seus nos.

2. Fase de Particionamento: Nessa fase, o grafo contraido na fase anterior é particio-
nado por algum algoritmo de particionamento de grafos. Para isso, foram testadas
diversas alternativas, inclusive as metaheuristicas GRASP apresentadas nesta Tese
e alguns algoritmos espectrais (Von Luxburg, 2007). Entretanto, a melhor opgao foi
o algoritmo METIS (Karypis e Kumar, 1996, 1998), que apresentou parti¢oes com

clusters melhor balanceados e que foram mais facilmente refinados na fase posterior.

3. Fase de Refinamento: Por fim, a particao encontrada na fase anterior é melhorada
pela simultanea aplicacao da busca local e expansao dos nos do seu grafo. Esse
processo continua até o grafo particionado ser o grafo original e a partigao ser o

melhor local.

Os detalhes de cada uma das fases sao apresentados a seguir.

54.1 Fase de Contracido

A fase de contracao do algoritmo multi-nivel proposto nesta Tese aplica emparelhamentos
maximais aos nés do grafo a ser particionado. Antes de discutir os algoritmos envolvi-
dos nesse processo, o problema de emparelhamento e a justificativa para o seu uso em

algoritmos multi-niveis sao apresentados.

Um emparelhamento em um grafo GG é definido por um conjunto S de arestas em
que, para cada (7,j) € S, ndo ha nenhuma aresta (k,j), com k # i ou (k,i) com k # j que
pertenca a S. Um exemplo de emparelhamento é ilustrado na Figura 5.1.Na Figura 5.1,
as arestas em destaque sao as que compoem o conjunto S. Note que esse conjunto corres-

ponde a um emparelhamento maximal, pois para quaisquer de suas arestas, uma de suas
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Figura 5.1: Grafo com seu emparelhamento, representado pelo conjunto de arestas desta-
cadas por linhas mais espessas.

pontas esta contida em alguma aresta pertencente ao conjunto S. Um emparelhamento é
dito maximo se o emparelhamento for maximal e tiver o maior niimero de arestas possivel
dentre todos os emparelhamentos maximais. Note que essa defini¢ao é relativa a grafos
sem pesos em suas arestas. Em um grafo com pesos, basta substituir, nessa defini¢ao, o
nimero de arestas pelo peso de arestas. Para encontrar a solucao do problema de empare-
lhamento maximo em um grafo com pesos, existem algoritmos polinomiais da ordem O(n*)
(Papadimitriou e Steiglitz, 1998) e O(n?) (Gabow, 1973). Como se pretende executar o
emparelhamento maximal mais de uma vez, se o grafo tiver um nimero de noés elevado,
esses algoritmos que encontram o emparelhamento maximal maximo, mesmo sendo poli-
nomiais, seriam inviaveis. Dessa forma, assim como tem sido feito na literatura (Barnard
e Simon, 1994; Karypis e Kumar, 1998), foram procurados diferentes emparelhamentos

maximais por meio de algum dos algoritmos existentes para tal.

E importante discutir a decisdo de se contrair o grafo por meio de um algoritmo
de emparelhamento. A justificativa para o seu uso, que pode ser encontrada em (Kary-
pis e Kumar, 1998), é que o grafo contraido por emparelhamento preserva muitas das

propriedades do grafo original (um exemplo é a planaridade do grafo?).

Para realizar os emparelhamentos maximais, foi usado um procedimento baseado em
uma abordagem aleatoria. Nessa abordagem, um né i que ainda nao foi emparelhado é
escolhido. Entao, o no j adjacente a ¢ que ainda nao foi emparelhado em iteragao anterior e
que possui 0 maior peso na aresta que o conecte com o n6 ¢ (dentre os possiveis candidatos
a emparelhamento com o n6 ) é escolhido. Se o noé j existir, 7 e j sdo emparelhados. Caso o
grafo nao tenha peso em suas arestas, esse procedimento seleciona aleatoriamente um noé e
escolhe um de seus nos adjacentes, que ainda nao foi emparelhado, para ser emparelhado
nesta iteragao. Uma vantagem da abordagem aleatoéria é a producao de um conjunto

diverso de solucoes.

2Um grafo é dito planar se ele puder ser desenhado em um plano de forma que nenhuma de suas
arestas interceptem outra (Papadimitriou e Steiglitz, 1998).
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A cada emparelhamento, os pesos das arestas entre cada par de noés e seus nos
adjacentes sao atualizados, mesmo em grafos sem peso. Por exemplo, considere um par
de nos 7 e 7 que seréd emparelhado. Os pesos das arestas entre o no i e seus nos adjacentes
terao agora que levar em consideragao os pesos das arestas entre esses nos adjacentes e
o outro n6 do emparelhamento, o n6 j. A forma mais comum de atualizar os pesos de
grafos emparelhados para algoritmos multi-niveis ocorre da seguinte maneira: dada uma
aresta adjacente a i (ou j), denominada k, soma-se o peso das arestas conectando o nod
i (ou j) com k e j (ou i) com k. Se o grafo ndo tiver peso em suas arestas, considere o
mesmo procedimento atribuindo o valor 1 aos pesos das arestas existentes entre o par de

nos, e 0, caso contrario.

Nesta Tese, a fase de contracao é executada até que o ntimero de noés do grafo
inicial, que sera inicialmente particionado na fase de particionamento, seja inferior a
max{min{100,n},0.2n}. Isso significa que, se o grafo ja tiver um ntmero de noés inferior
ou igual a 100, apenas uma iteracao do emparelhamento é executada. Esse grafo contraido,
conhecido como grafo base ou grafo inicial, é particionado na fase seguinte do algoritmo

multi-nivel, a fase de particionamento. Tal fase é detalhada a seguir.

5.4.2 Fase de Particionamento

Para particionar o grafo base, diversas abordagens e algoritmos podem ser adotados.
Foram testadas diversas delas, incluindo as heuristicas GRASP anteriormente propostas,
alguns algoritmos espectrais e o algoritmo METIS detalhado na Se¢ao 3.2. Depois de
testes preliminares com essas opgoes, decidiu-se pelo algoritmo METIS, por ser rapido e
prover melhores particoes que outros algoritmos de particionamento testados. Por isso,

os resultados usando outros algoritmos nao sao reportados.

Como o algoritmo METIS exige a definicao prévia do namero de clusters, decidiu-se
por gerar um conjunto de parti¢oes do grafo base com diferentes niimeros de clusters. Tal
conjunto é composto por partigdes com k = {2,...,n/3} clusters. Como a fase de con-
tracao apresenta caracteristicas aleatorias, os emparelhamentos maximais gerados a cada
iteracao podem ser diferentes. Para estabilizar os resultados, foram executados 5 empa-
relhamentos maximais. Dessa forma, para cada k-particao do grafo base, foram geradas
5 particoes, na tentativa de se garantir uma solugao final de melhor qualidade. Todos
esses nimeros foram obtidos por meio de testes preliminares, levando-se em consideracao

o tempo computacional e a qualidade da particao final.
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5.4.3 Fase de Refinamento

Para essa fase, foi proposta uma busca local, que é aplicada a toda particao encontrada
na fase de particionamento. Diferentes procedimentos de busca local foram testados para
o algoritmo proposto, e, novamente, foi escolhido aquele que apresentou a melhor combi-

nacao de eficiéncia e desempenho.

Esse algoritmo foi elaborado para resolver heuristicamente os modelos propostos
neste capitulo, que apresentam trés variacoes: uma para grafos sem pesos e duas para
grafos com pesos. Dessa forma, a tnica diferenca dessa fase para as trés formulagoes é
o célculo de um valor de transferéncia, aqui denominado ¢;. Esse célculo considera as

seguintes possibilidades:

° Se 0 grafo a ser particionado, (G, nao tiver pesos em suas arestas, considere t; =

2 : 2 : aZ]aZk}a]k
/

—1

] 1 k= ]+1 ’L z )

e Se GG for um grafo com pesos em suas arestas e deseja-se resolver o modelo tendo

como ponto de partida o clustering coefficient proposto por Barrat et al. (2004),

considere t; = Z Z “’”J”””“ “ZJ“Jk‘llky L
ijk-
=1 k=j+1 2

e Se (G for um grafo ponderado e deseja-se resolver o modelos proposto tendo como

ponto de partida a medida proposta por Onnela et al. (2005), considere t; =

Z Z ’wzjlluzklek) /3 yljk

Jj=1 k=j+1 9l

A fase de refinamento proposta pode ser resumida nos passos apresentados a seguir.

Fuase de Refinamento

Passo 1 Leia o grafo e a parti¢ao que sera refinada. Faca it < 0.

Passo 2 Desmarque todos os nés do grafo.

Passo 3 Escolha o n6é nao-marcado i cujo t; seja menor do que ;. ¢, é calculado da
mesma maneira de t;, modificando-se as variaveis como se o no ¢ pertencesse
a um cluster ¢, diferente do cluster ao qual ele pertence. Marque o no6 i. Se

n < 500, va ao Passo 4, senao, va ao Passo 5.

Continua na prorima pdgina. . .
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Passo J Se transferir o né ¢ para o cluster ¢ melhora a solucao atual, v para o
Passo 5. Senao, va para o Passo 6.

Passo 5 Mova o n6 ¢ para o cluster c.

Passo 6 Se todos os nos estiverem marcados, faca it «— it + 1 e va para o Passo 7,
senao, va para o Passo 5.

Passo 7 Se nao houver nenhuma melhoria nesta iteragao ou it >MAX-ITERACOES,
entao va para o Passo 8. Senao, va ao Passo 2.

Passo 8 Retorne a solucao mais atualizada.

Note que, segundo os passos do procedimento de busca local anteriormente apresen-
tados, quando o grafo tiver mais de 500 nods, o Passo 3 é eliminado. Isso acontece, pois
esse passo de verificagao da melhoria da solugao pode ser bem custoso. Entretanto, para
grafos menos que 500 nos, foi observado que é viavel considerar esse passo de verificagao
antes de mover o n6 i de cluster. Vale mencionar que essa busca local permite que o
numero de clusters da particao inicial diminua, pois a transferéncia de nés entre clusters
pode esvaziar algum desses clusters. O valor adotado para o parametro MAX-ITERACOES

foi 10, escolhido por meio de testes preliminares.

Tendo sido descritas as trés frases do algoritmo multi-nivel, os seus passos podem ser
resumidos da seguinte forma, considerando como entrada G, o grafo a ser particionado.

Esse algoritmo é referido como CCML.

CCML

Passo 1 (Fase de Contragao) Contraia o grafo G assim como foi apresentado na
Secao 5.4.1. O resultado é um conjunto de 5 grafos base.

Passo 2 (Fase de Particionamento do grafo base) Para cada grafo base, encontre o
conjunto de parti¢oes para cada k, com k = {2,...,n/3}, pelo algoritmo
METIS, como explicado na Secao 5.4.2.

Passo 3 (Fase de refinamento) Aplique a busca local apresentada na Segao 5.4.3
a todas as particoes encontradas na fase anterior, a de particionamento.

Retorne a particao que produzir a melhor solucao final.

A seguir, no capitulo de experimentos computacionais, a estabilidade, o desempenho
e uma analise individual e comparativa considerando todos os algoritmos propostos nesta

Tese sao apresentados.






CAPITULO

(0]

Testes Computacionais

Para avaliar o desempenho dos algoritmos propostos nesta Tese, uma série de experimen-
tos foi realizada com grafos artificiais e reais utilizando diversas configuragoes. Inicial-
mente, como todas as metaheuristicas aqui propostas tém uma componente aleatoria em
seus procedimentos, uma analise da robustez desses algoritmos foi realizada. Em seguida,
para verificar a eficiéncia das metaheuristicas, elas foram comparadas com outros algo-
ritmos encontrados na literatura. Por fim, as metaheuristicas propostas para diferentes
formulacoes foram comparadas entre si a fim de avaliar para quais tipos de grafos cada

uma delas é mais indicada, ou seja, gera particoes de melhor qualidade.

Para melhor diferenciar os métodos propostos, o GRASP proposto para o modelo de
maximizacao da similaridade intra-cluster é chamado de GRASPI. J4 o GRASP proposto
para o modelo de maximizacao da modularidade das parti¢oes é denominado GRASPII.
O algoritmo multi-nivel proposto para a maximizacao da medida baseada no clustering
coefficient de Onnela et al. (2005) sera denotado por CCMLI, enquanto que a versao
baseada em Barrat et al. (2004) serd denominada CCMLII.

Em todos os testes realizados, os parametros das metaheuristicas GRASP foram
padronizados. Considerou-se um total de 100 iteragoes e o parametro « das suas fa-
ses construtivas foi gerado aleatoriamente entre [0,1]. Para o método multi-nivel, foram

utilizados os parametros discutidos no Capitulo 5.

A seguir, o grafos modulares! gerados para os testes sao discutidos, descrevendo

! Grafos modulares sdo grafos com tendéncia de agrupamento em sua estrutura.



54 Tese de Doutorado

suas configuragoes e método de geracao.

6.1 Configuracdo dos Dados

Grafos modulares aleatoriamente gerados com diversas configuragoes foram testados para
avaliar a qualidade dos métodos propostos. Para gerar tais grafos, foi usada a funcao
SimDataAffiliation da biblioteca Statistical Inference for Modular Networks (SIMoNe),
em versao para R-project. Essa funcao produz um grafo modular usando uma simulagao
de uma amostra Gaussiana ao qual o grafo é associado. Os parametros de tal funcao
sao: o nimero de nds do grafo a ser gerado (n), o niumero de amostras Gaussianas para
a simulagao (a), a probabilidade de existir uma aresta entre dois nos intra-cluster (pl),
a probabilidade de haver uma aresta entre um par de nos de clusters diferentes (p2), um
vetor que fornece a proporgao do nimero de objetos por cluster (c) e a probabilidade de
haver nos isolados (i). Os dados que foram utilizados para essa fungao, nesta Tese, sdo

sumarizados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Tabela com valores dos parametros da fungao SimDataAffiliation.

Tipo de Grafo a  pl p2 c )
C1 2n 0.20 0.050 aleatério 0
C2 2n  0.25 0.025 aleatério 0
C3 2n  0.50 0.005 aleatério 0

Como essa funcao permite gerar grafos com pesos negativos, a todos os seus valores
foi adicionado o valor absoluto do menor peso dentre todas as arestas existentes de forma

a tornéa-las todas nao negativas.

A partir dessa funcao e dos parametros apresentados, foram gerados um total de 70
grafos para cada uma das seguintes configuragoes: aleatoria (C1), parcialmente definida
(C2), claramente definida (C3). A estrutura aleatéria é composta por grafos que nao
possuem uma estrutura de agrupamento bem definida, o que faz com que os métodos te-
nham dificuldade para encontrar a particao que gere o melhor agrupamento segundo sua
funcao objetivo. A parcialmente definida é composta por grafos que tém um nimero um
pouco menor de conexoes entre clusters, se comparados com as conexoes intra-clusters.
Ja a ultima configuracao dos grafos, a claramente definida, apresenta alta modularidade,
existindo pouquissimas conexoes entre clusters e uma quantidade bem maior de conexoes
intra-clusters. Outro parametro da fungao que gera os grafos modulares é o nimero de
clusters desejados em tais grafos. Foram gerados grafos com 2, 3, 4, 5, 10, 20 e 50 gru-
pos. Esses grupos nao sao necessariamente balanceados quanto aos seus nimeros de nos,

existindo certa diversidade de tamanhos. Esses tamanhos foram definidos aleatoriamente.
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Quanto ao nimero de noés, foram gerados grafos com 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700,
800, 900 e 1000 nos. Para cada valor do niimero de nos, foram gerados grafos com dife-
rentes numeros de clusters. Por exemplo, foram gerados sete grafos com 100 nos, sendo
que cada um deles apresenta 2, 3, 4, 5, 10, 20 e 50 clusters em sua estrutura. Foram in-
cluidas ao longo do texto figuras desses grafos simulados, as quais foram criadas por meio
da fungao Gplot da biblioteca SIMoNe. Nessas representagoes dos grafos, os rotulos das
classificagoes obtidas pelos algoritmos estao denotados por cores diferentes. Isso significa
que se, por exemplo, o grafo tiver 3 cores diferentes, a sua particao tem 3 clusters e nos

COoImn mesmas cores pertencem ao mesmo cluster.

6.2 Anélise da Robustez e Eficiéncia dos Algoritmos Propostos

Nesta secao, foi realizada uma anéalise da robustez e da eficiéncia dos algoritmos propos-
tos. A primeira analise visa verificar se um dado algoritmo, em suas diversas execugoes,
apresenta resultados parecidos. Como as metaheuristicas propostas possuem uma compo-
nente aleatoria na sua fase construtiva, diferentes execugoes podem resultar em solucoes
diferentes. O que se busca concluir é que apesar de diferentes, essas solucoes nao divergem

muito de valor.

Para verificar a eficiéncia dos resultados obtidos pelos métodos propostos, foram
realizados dois experimentos: um considerando o valor da sua funcao objetivo e do seu
tempo computacional, e outro considerando seu critério externo utilizando a medida de
avaliagao CRand. No primeiro caso, os resultados das metaheuristicas foram compara-
dos com os de algoritmos encontrados na literatura para resolver os mesmos problemas
aqui abordados. A comparacao utilizando o critério de avaliacao externa considerou to-
dos os algoritmos propostos nesta Tese, que consideraram quatro modelos matematicos

diferentes. Os resultados dessas comparagoes sao apresentados na Segao 6.2.2.

Como se deseja reportar todos os resultados dos testes realizados, ou seja, para os
210 grafos testados, buscou-se um método de apresentagao de desempenho que fosse obje-
tivo. Para a analise comparativa dos métodos, decidiu-se adotar o grafico de desempenho
proposto por Dolan e Moré (2002). Esse grafico foi empregado para comparar os valores
das funcoes objetivo e dos tempos computacionais dos métodos. Para entender como
o grafico de desempenho é elaborado, considere S o conjunto de ng algoritmos a serem
analisados e P o conjunto de n, problemas teste. Inicialmente, suponha que o problema
tenha como objetivo obter o valor minimo de uma funcao. Um fator conhecido com raio
de desempenho avalia o desempenho do método s € S aplicado ao problema p € P. O

raio de desempenho pode ser calculado pela seguinte equagao:
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t S

" = s € ST (6.1)

O valor de t,s; utilizado na comparacao dos métodos informa o desempenho do
algoritmo s € S de acordo com o problema p € P. Segundo Dolan e Moré (2002),
quanto mais baixo esse valor, melhor o desempenho do método para o problema. Pela
Equacgao 6.1, pode-se observar que o melhor raio r,s ¢ igual a 1, que ocorre quando
corresponde ao valor minimo. Outro fator considerado por Dolan e Moré (2002) é a
seguinte razao: numero de problemas para os quais o algoritmo s apresentou um raio de
desempenho melhor ou igual ao coeficiente 7 dividido pelo nimero total de problemas do

conjunto S. Essa razao pode ser calculada por:

palr) = nip|s<f>| (6.2)

em que S(7) = {p € P|r,s < 7}. O valor de p,(7) representa a probabilidade de um
método s ter um raio de desempenho dentro de um fator 7. No grafico de desempenho
proposto por Dolan e Moré (2002), as curvas sdo plotadas de acordo com os valores de 7

e ps(T), para os eixos x e y do gréfico, respectivamente.

Nesta Tese, o conjunto de algoritmos S é composto pelos métodos a serem compa-
rados para as diferentes formulacoes. Por exemplo, para o problema de maximizacao de
similaridade intra-cluster, o conjunto S é composto pelos métodos GRASPI e Ukmeans.
Inicialmente, o valor da funcao objetivo das solugoes encontradas para o conjunto P pelos
algoritmos do conjunto S é comparado. Nessa comparacao, P consiste dos 210 grafos arti-
ficiais discutidos anteriormente. Como os problemas aqui estudados sao de maximizacao,
para cada fungao objetivo, o valor do ¢,; em funcao do valor da solugao foi calculado da

seguinte forma:

tps = 105 max{ fys|s € S} — fpss (6.3)

em que f,s ¢ o valor da solugao obtida pelo método s € S aplicado ao problema (ou grafo)

p € P. A multiplicacao por 1.05 tem como propésito evitar uma divisao por zero.

Um segundo perfil de desempenho, considerando o tempo computacional entre os
dois algoritmos do conjunto S ¢é apresentado. Nesse caso, como quanto mais rapido,

melhor, foi utilizado o perfil de desempenho como se fosse um problema de minimo.
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6.2.1 Resultado da Analise da Robustez das Metaheuristicas

Para verificar a estabilidade dos resultados encontrados pelas metaheuristicas propostas,
elas foram executadas 5 vezes e seus resultados foram comparados. Observou-se que o
desvio padrao entre as execucoes foi baixo e de dificil analise, entao foi utilizada uma
alternativa para verificar quao diferentes sao as solugoes encontradas nas diferentes exe-
cugoes, avaliando os seus casos extremos. Para cada grafo, manteve-se a sua solucao
minima, S,,;,, € Maxima, S,,.,, dentre todas as execugoes. Avaliou-se o gap das solugoes

encontradas da seguinte forma:

gap = —Sma:;mmsmm. (6.4)

O gap permitira avaliar a amplitude méxima da diferenca das solugdes encontradas
nas execucgoes dos algoritmos. Os gaps para cada metaheuristica foram apresentados
dividindo-os em trés partes, uma para cada tipo de grafo: C1, C2 e C3. Os resultados
obtidos pela metaheuristica GRASPI sao apresentados nas Figuras 6.1, 6.2 e 6.3. A
legenda inferior do eixo-x dessas figuras ilustra o ntimero de clusters referentes as parti¢oes
analisadas e o eixo-y indica o gap dos resultados obtidos nas diferentes execucoes. A
legenda superior do eixo-x indica o ntimero de nos dos grafos particionados referente ao

mesmo intervalo no eixo-x inferior.
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Figura 6.1: Resultados obtidos por GRASPI para grafos do tipo C1.

As Figuras 6.1, 6.2 e 6.3 ilustram o comportamento dos gaps do GRASPI para as

diferentes classes de grafos modulares gerados, de acordo com os seus niimeros de nos e de
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Figura 6.2: Resultados obtidos por GRASPI para grafos do tipo C2.
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Figura 6.3: Resultados obtidos por GRASPI para grafos do tipo C3.
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clusters. Note que o comportamento das curvas dos trés gréaficos, cada um representando
o comportamento dos resultados dos trés diferentes tipos de grafos gerados (C1, C2 e
C3), apresenta um desenho semelhante. Esse desenho é relativo ao seguinte padrao de
estabilidade do GRASPI: o gap dos resultados diminui com o aumento do ntmero de
no6s no grafo, sendo que os resultados apresentaram maior gap nos grafos com 100 noés.
Independente do nimero de nés do grafo, quanto menor o seu niimero de clusters, mais
estaveis sao os resultados da metaheuristica, ou seja, os gaps aumentam com o aumento
do ntimero de clusters. Fazendo uma analise comparativa dos trés tipos de grafos, nota-se
que os maiores picos de gap aconteceram de forma gradual, havendo maior gap nos grafos
com maior estrutura de agrupamento. Entretanto, as diferengas sao mais acentuadas nos
problemas com menor niimero de nés e com maior ntimero de clusters. De qualquer forma,
de maneira geral, a diferenca entre os extremos das execugoes foi baixa, sendo que o pior
caso apresentou pouco mais de 10% de diferenga entre as solugoes (grafo de 100 nos em

50 grupos).
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Figura 6.4: Resultados obtidos por GRASPII para grafos do tipo C1.

Pelos resultados observados nas Figuras 6.4, 6.5 e 6.6, nota-se um padrao mais fraco
no comportamento dos gaps entre as execugoes do GRASPII do que entre as do GRASPI.
Inicialmente, vale notar que, novamente, o gap entre as execugoes é baixo, sendo que seus
picos acontecem mais freqiientemente quando a particao contém 50 clusters. Isso ocorre
nos trés tipos de grafos. A Figura 6.4 apresenta resultados instaveis entre os diversos
clusters. Entretanto, seu pico maximo é baixo. Pela Figura 6.5, a diferenca de picos entre
diferentes nimeros de clusters é maior. Por fim, pela Figura 6.6, o comportamento das
execucoes nos grafos com maior estrutura de agrupamento foi mais padronizado. H4 uma

irregularidade no padrao no inicio dessa curva, quando n é baixo. Entretanto, o padrao
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se torna mais claro com o aumento do niimero de nés dos grafos particionados, ao mesmo

tempo em que os gaps vao diminuindo.

6.2.2 Analise Comparativa dos Algoritmos

Para verificar a eficiéncia das metaheuristicas propostas, elas foram comparadas com
algoritmos encontrados na literatura para as mesmas formulacoes matematicas estudadas.
Cada um desses testes é apresentado em secoes separadas para cada formulacao estudada:
a de maximizacao da similaridade intra-cluster e a de maximizagao da modularidade
das partigoes. Como a proposta de maximizacao do clustering coefficient de particoes
¢ nova, a heuristica multi-nivel nao serd comparada com outros algoritmos, por causa
da inexisténcia de algoritmos para a mesma. Contudo, nesta se¢ao, sao apresentados os

resultados obtidos pelas heuristicas multi-niveis.

Comparagdo de Métodos para o Modelo de Maximizagdo da Similaridade Intra-Cluster

Esta se¢ao compara o desempenho do GRASPI com o de um algoritmo ja existente para
o problema de maximizacao da similaridade intra-cluster. O objetivo dessa comparacao é
validar o método proposto para essa formulacao de acordo com seu critério interno, que

é a propria funcao objetivo.

Inicialmente, os algoritmos a serem comparados com o GRASPI seriam o METIS
(Karypis e Kumar, 1998) e o Ukmeans (Von Luxburg, 2007), que ja foram discutidos
na Secao 3.2. Entretanto, a implementacao disponibilizada para o primeiro algoritmo
pelos seus autores tem como restricao adicional os clusters serem balanceados, ou seja,
os diferentes clusters devem apresentar, aproximadamente, o mesmo nimero de nés. Por
causa dessa restrigao, nao foi possivel comparar o GRASPI com o METIS, pois nao seria
uma comparacao justa, uma vez que o METIS apresentaria solugoes para uma formulagao
diferente. Dessa forma, foi adotado apenas o algoritmo Ukmeans para fazer a analise

apresentada.

A Figura 6.7 ilustra o grafico de desempenho de Dolan e Moré (2002) das solugoes
do GRASPI e do Ukmeans. De acordo com as curvas correspondentes aos diferentes
algoritmos, pode-se observar que o GRASPI obteve o melhor desempenho, independen-
temente do fator 7. Isso significa que a probabilidade da metaheuristica proposta ter um
desempenho melhor do que o Ukmeans é sempre maior. O que chama a atencgao é a ra-
pidez com que o raio de desempenho do GRASPI atingiu o valor 1. Inicialmente, quando
7 = 1, observa-se que 0 GRASPI tem melhor desempenho em mais de 87% dos problemas,

implicando em um resultado geral muito bom. Analisando o restante da curva, pode ser
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Figura 6.7: Relagao grafica de Dolan e Moré (2002) dos resultados dos algoritmos GRASPI

e Ukmeans.

notado que logo em seu inicio, quando 7 é igual a 1.005, o GRASPI ja atinge o ponto
de maximo. Isso significa que, para os casos em que o GRASPI nao é melhor do que o

Ukmeans, cerca de 13% dos problemas, o GRASPI apresenta um resultado muito bom,

sendo, no pior caso, 0.5% inferior ao Ukmeans.

A Figura 6.8 apresenta a comparagao entre os tempos computacionais dos algoritmos
GRASPI e Ukmeans segundo o grafico de perfis de desempenho proposto por Dolan e Moré
(2002). Como ja era esperado, o tempo computacional do GRASPI foi muito maior do que
o do Ukmeans. O Ukmeans, ja no inicio da curva, apontou melhor tempo computacional
em todos os seus resultados, enquanto o GRASPI teve no pior caso um desempenho 250
vezes pior. Vale observar que para a maioria dos problemas, mais de 50% (como pode
ser observado nesse grafico) o GRASPI levou no méaximo 20 vezes o valor do tempo do
Ukmeans para retornar suas solugoes. Como os tempos sao da ordem de segundos, o
tempo real ndao é tao significativo. Vale observar que o tempo médio do GRASPI foi

de 78 segundos, enquanto do Ukmeans foi de quase 2 segundos. Considerando que ha
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Figura 6.8: Relagao grafica de Dolan e Moré (2002) dos tempos computacionais dos
algoritmos GRASPI e Ukmeans.

uma probabilidade maior que 0.9 do GRASPI obter melhor solu¢ao do que o Ukmeans, é
sugerido esperar o tempo médio de pouco mais de 1 minuto para obter tal solucao. No
pior caso, para problemas com 1000 nds e 50 clusters, o tempo maximo do GRASPI foi
de 17.5 minutos, e o do Ukmeans foi de 6 segundos. O tempo minimo do GRASPI foi de
0.12 segundo, e o do Ukmeans de 0.01 segundo. Uma alternativa para melhorar o tempo
computacional do GRASPI é diminuir seu nimero de iteragoes, uma vez que isso reduzira
o seu tempo computacional, podendo, no entanto, haver uma piora em sua robustez e na

qualidade das solucgoes.

Com relacao ao comportamento das particoes, vale observar que houve alguns casos
em que o melhor resultado obtido foi para parti¢oes com clusters compostos por um inico
no, como é o caso da partigao encontrada para o grafo do tipo C3 com 200 noés e estrutura
com 3 clusters, ilustrado na Figura 6.9. Esse comportamento da particao encontrada
na Figura 6.9 nao é desejavel em muitas aplicagoes. Entretanto, quando o grafo a ser

particionado era completo, esse tipo de comportamento dos clusters das particoes nao
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Figura 6.9: Figura ilustrativa da particao resultante do GRASPI do grafo do tipo C3 com
200 nos e estrutura de 3 clusters.

foi observado. Pelo contrario, foram atingidos resultados bem satisfatérios para algumas
bases biologicas, inclusive apresentando melhores resultados do que alguns modelos muito
utilizados na literatura, como o k-means. Esses resultados podem ser observados em
Nascimento et al. (2010b).

A seguir, esse mesmo tipo de comparacao entre algoritmos é realizada usando o

GRASPII para o modelo de maximizagao da modularidade das parti¢oes.

Comparacio de Algoritmos para o Modelo de Maximizacdo da Modularidade das Particdes

Apesar de haver um nimero consideravel de algoritmos propostos para o modelo de maxi-
mizacao da modularidade, poucos sao de facil implementacao. Além disso, as implemen-
tagoes disponiveis, em sua maioria, nao consideram grafos ponderados. Por essa razao,
apenas um algoritmo, o fast greedy (Clauset et al., 2004) foi comparado ao GRASPIIL. A
implementacao utilizada foi a da biblioteca igraph para R-project, cuja fungao é denomi-

nada fastgreedy.community.

A Figura 6.10 ilustra as curvas de desempenho dos resultados obtidos pelo GRASPII
e pelo algoritmo Fast Greedy. Pode-se observar que quando 7 = 1, que é quando o eixo-y
do gréfico fornece a porcentagem do ntimero de vezes em que os algoritmos apresentaram
melhor desempenho, o GRASPII atinge aproximadamente 85.3%, enquanto que o algo-
ritmo Fast Greedy apresenta pouco mais de 14.7%. Até 7 atingir o valor 1.24, o GRASPII
alcanca um valor melhor do que o Fast Greedy, que coincide com o valor de 0.995 do
eixo-y. Isso significa que 99.5% dos problemas resolvidos pelo GRASPII obtiveram uma

solu¢ao no méaximo 24% pior do que a melhor solucao encontrada pelos dois algoritmos,
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Figura 6.10: Relagao grafica de Dolan e Moré (2002) dos resultados dos algoritmos GRAS-
PII e Fast Greedy.

sabendo que em quase 86% desses 99.5%, o valor das solucoes obtidas pelo GRASP foi
a melhor dentre as obtidas. Entretanto, observou-se que para um problema do conjunto

de dados, a solugao do GRASPII foi quase 3 vezes pior do que a do Fast Greedy, por isso
sua demora para convergéncia para o valor 1.

De acordo com a Figura 6.11, em que sao comparados os tempos do GRASPII e
do Fast Greedy, pode-se observar que o ultimo apresenta o melhor tempo em todos os
problemas executados. Nesse caso, nota-se que o GRASPII é muito lento se comparado
com o Fast Greedy. Vale mencionar que esse tltimo foi especialmente desenvolvido para
ser rapido (do inglés fast) de forma a poder lidar com grafos formado por milhares de

Seu tempo médio é de 1.85 segundos, sendo seu maior tempo de solucao igual a

nos.
O GRASPII tem um tempo médio de

6 segundos, e o minimo igual a 0.01 segundo.
execucao de 22 minutos, seu pior tempo de execucao é de 1.8 horas e o menor tempo é de

3 segundos.

Alternativas para se melhorar o tempo do GRASPII estao sendo testadas. Notou-se
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Figura 6.11: Relagao grafica de Dolan e Moré (2002) dos resultados dos algoritmos GRAS-
PII e Fast Greedy.

que a fase da metaheuristica com maior custo computacional é a construtiva, e maneiras
mais eficientes de produzir a lista restrita de candidatos dessa fase, como a utilizacao de
diferentes tipos de algoritmos de ordenacgao, foram testadas. O algoritmo de ordenagao
atualmente utilizado é o heapsort. Entretanto, devido a quantidade de testes realizados,
nao ha perspectivas de que, com uma pequena modificacdo no coédigo, esse algoritmo
melhore consideravelmente seu tempo de execugao. Pode talvez ser necessario readapta-

lo para um algoritmo multi-nivel.

Resultados Obtidos para o Modelo de Maximiza¢do do Clustering Coefficient das ParticGes
Esta secao apresenta os resultados obtidos pelos algoritmos multi-niveis propostos. Os
testes foram restringidos a grafos ponderados, o alvo de estudo desta Tese.

Primeira Proposta de Clustering Coefficient

Testes preliminares utilizando dados simulados apontaram que os clusters das parti-
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¢oes obtidas pelo algoritmo CCMLI em grafos do tipo C3 (com clara definigdo de grupos
e que nao eram grafos completos e com pesos) apresentaram clusters com um niamero de

n6s muito baixo, como ilustrado na Figura 6.12.

Figura 6.12: Figura ilustrativa da particao resultante do CCMLI do grafo do tipo C3 com
100 noés e estrutura de 3 clusters.

Investigando as possiveis causas de tal evento, descobriu-se que, mesmo tendo os
pesos normalizados, a consideracao do clique em sua razao fazia com que apenas os nos que
formavam triangulos com intensidade alta fossem inseridos em um mesmo cluster, havendo
uma fragmentacao elevada dos grupos para a melhoria do valor do clustering coefficient
proposto. Além disso, é possivel observar na mesma figura que nés nao adjacentes eram
inseridos em um mesmo cluster com freqiiéncia. Isso se deve & indiferenca no valor da
funcao objetivo quando hé adicao de nés nao adjacentes em um mesmo cluster, ja que o
grau dos nos de cada cluster continua o mesmo apds a sua uniao (pois néao ha relagao de
adjacéncia entre seus nos). Esse evento é bastante indesejado, pois as partigdes podem

gerar grupos nao condizentes com a conectividade dos nos.

Continuando o estudo de caso, foi observado que, para grafos completos e pondera-
dos, o CCMLI foi capaz de detectar corretamente os grupos do grafo. Logo, buscou-se um
pré-processamento dos grafos que nao fossem completos de forma a torna-los completos,
resultando em uma matriz de pesos em que todos os seus elementos, exceto a sua diagonal,
tenham valores maiores do que zero. Esse pré-processamento se resume a, dado um grafo
que nao é completo, inicialmente considerar uma matriz de dissimilaridades D = [d;;]nxn,
em que d;; = 1.0l max{w;;|i,j € Z,1 <i,j < n}—w;,;. Posteriormente, calcula-se a matriz
dos caminhos mais proximos T = [t;;],xn, por meio dessa matriz D, e entao se considera a
matriz de similaridades S = [s;]nxn, em que s;; = 1 —t;;/ max{t;;|i,j € Z,1 <i,j < n}.
Utilizando essa matriz de similaridades como uma matriz de pesos, as particoes encontra-

das apresentaram maior coeréncia, como era esperado. Para o exemplo da Figura 6.12, o
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método obteve a particao apresentada na Figura 6.13.

Figura 6.13: Figura ilustrativa da particao resultante do CCMLI utilizando a matriz dos
caminhos mais proximos do grafo do tipo C3 com 100 noés e estrutura de 3 clusters.

Mesmo com esse pré-processamento, algumas partigoes apresentaram ramificacoes
intra-cluster indesejadas. Foi observado entao que, conforme o cluster apresentava um
numero maior de noés, o CCMLI tendia a ramificar os seus clusters para aumentar a funcao

objetivo. Esse evento foi observado no grafo da Figura 6.14.

Figura 6.14: Figura ilustrativa da parti¢ao resultante do CCMLI utilizando a matriz dos
caminhos mais proximos do grafo do tipo C3 com 100 noés e estrutura de 2 clusters.

Além de o problema mencionado ter sido resolvido apenas parcialmente, uma limi-
tagao associada a essa estratégia de pré-processamento é o custo de se manipular um grafo
completo. Quando o nimero de nés é superior a 500, o tempo médio de execugao au-
menta significativamente, sendo necessario aproximadamente 20 minutos para encontrar
uma solucao por meio dessa heuristica. Dessa forma, decidiu-se analisar as parti¢oes sem
a conversao para a matriz dos caminhos mais proximos. Os valores das solucoes médias

encontradas para cada tipo e tamanho de grafo sao apresentadas na Tabela 6.2.

De acordo com a Tabela 6.2, pode ser observado que as solugoes médias dos grafos
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Tabela 6.2: Tabela com valores das solugoes médias encontradas pelo algoritmo CCMLI.
Tipo de n
Grafo 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
C1 0.177 0.223 0.229 0.219 0.100 0.089 0.088 0.090 0.090 0.092
C2 0.219 0.231 0.229 0.245 0.124 0.119 0.126 0.122 0.124 0.116
C3 0.257 0.384 0.307 0.333 0.249 0.257 0.253 0.249 0.252 0.251

crescem conforme a estrutura do grafo se torna mais definida. Esses resultados sugerem
que grafos com maior tendéncia de agrupamento tém um maior valor de solucao, o que ja

era esperado devido as caracteristicas da medida.

A seguir, os resultados da outra proposta de formulagao para agrupamento em grafos

sao apresentados.
Sequnda Proposta de Clustering Coefficient

Ao estudar as parti¢bes encontradas heuristicamente pela proposta de formulagao
de agrupamento em grafos baseada no clustering coefficient proposto por Barrat et al.
(2004), verificou-se o surgimento de parti¢oes mais condizentes com a divisdo natural dos
dados. A heuristica multi-nivel, CCMLII, obteve resultados satisfatérios, havendo um
indice de acerto elevado com relacao as classes dos grafos Gaussianos gerados aleatoria-
mente, verificavel visualmente pelos exemplos das representacgoes graficas dos resultados
apresentados na Figura 6.15, e ratificados na Segao 6.2.3. Nessa figura (considere os rotu-
los das parti¢oes dos nds como as diferentes cores) pode ser observado que para diferentes

grafos com estrutura de agrupamento, a detecgao dos grupos foi bem satisfatoria.

Tabela 6.3: Tabela com valores das solu¢oes médias encontradas pelo algoritmo CCMLII.
Tipo de n
Grafo 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
C1 0.180 0.151 0.134 0.121 0.113 0.118 0.114 0.112 0.112 0.110
C2 0.198 0.184 0.176 0.185 0.145 0.154 0.150 0.153 0.156 0.156
C3 0.398 0.430 0.450 0.454 0.452 0.456 0.452 0.453 0.457 0.457

A Tabela 6.3 apresenta os valores das solugoes médias para cada tipo e tamanho de
grafo dos testes computacionais. Pode-se verificar que, como esperado, as solu¢oes médias
obtidas para os grafos com uma estrutura de agrupamento mais definida foram mais altas
do que para os grafos de outros tipos. Além disso, nao foi observado nenhum padrao com
o aumento ou a diminui¢ao do ntimero de nés do grafo. Levando em consideracao a média
das solugoes do grafo do tipo C3, observou-se uma estabilidade nos valores médios das

solugoes.

A vantagem das formulagoes propostas é que, além de fornecerem particoes baseadas

na conectividade do grafo, os valores obtidos pelas func¢oes objetivo fornecem a tendéncia
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(a) Grafo com 100 nos e 2 clusters (b) Grafo com 100 nos 3 clusters

(c¢) Grafo com 100 nos e 4 clusters  (d) Grafo com 100 nos e 5 clus-
ters

(e) Grafo com 200 nos e 10 clusters  (f) Grafo com 400 nos e 10
clusters

Figura 6.15: Estes grafos ilustram as particoes encontradas pela formulagao baseada no
clustering coefficient de Barrat et al. (2004).
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de agrupamento das particoes. As funcoes objetivo permitem inferir importantes informa-
¢oes sobre os grafos. Por exemplo, como podde ser observado nos resultados da Tabela 6.3,
se o grafo tem uma estrutura de agrupamento nao muito bem definida, como é o caso dos
grafos do tipo C1, os valores das funcoes objetivo das partigoes encontradas sao inferiores.
Essa informacao é bastante tutil na area de aprendizado nao supervisionado, pois muitas
vezes os dados nao podem ser visualizados, por falta de ferramentas, ou devido as suas
dimensoes, e extrair uma informagao numérica do tipo de agrupamento obtido é de clara
relevancia. Dessa forma, as formulagoes propostas baseadas na medida de clustering coef-
ficient permitem encontrar parti¢oes de boa qualidade, sendo a qualidade dessas parti¢oes

relativa a estrutura do grafo estudado.

6.2.3 Avaliacdo Externa das ParticGes

Nesta secao, as particoes encontradas por todos os algoritmos propostos sao avaliadas
segundo o critério de avaliacao externa C'Rand. Essa avaliacao tem como objetivo estudar
a validade das parti¢coes encontradas segundo a classificacao atribuida aos dados gera-
dos. Vale ressaltar que a medida mais relevante de avaliacao da qualidade das solugoes
encontradas em cada algoritmo é a propria fungao objetivo. Entretanto, o critério de ava-
liacao externa tem um papel importante nesta Tese, pois como foram propostos modelos
de agrupamento, ¢ necessario avaliar se eles sao coerentes ao fornecer parti¢coes para o
problema de agrupamento em grafos. Nesses testes, apenas o conjunto de grafos do tipo
C3 foi considerado, por se julgar o tipo de agrupamento e classes atribuidas na geracao
desses grafos mais condizentes com a estrutura de grafos para agrupamento. A primeira
comparagao a ser realizada avalia todos os algoritmos propostos nesta Tese com relagao ao
critério CRand. Nesse caso, sao considerados os algoritmos GRASPI, GRASPII, CCMLI
e CCMLIL.

A Figura 6.16 apresenta o grafico de perfis de desempenho comparando os quatro
algoritmos propostos nesta Tese. Os algoritmos CCMLI e GRASPI foram os que apre-
sentaram os piores desempenhos. Para 7 = 1, ambos encontram a melhor solucao dentre
todos os algoritmos em apenas um grafo, o que corresponde a 1.43% do conjunto de da-
dos. Além disso, nos piores casos, que corresponde a aproximadamente 20% dos problemas
testados, os resultados obtidos por esses algoritmos sao 100 vezes pior do que o melhor
resultado obtido comparando todos os algoritmos. Como o CCMLII apresentou melhores
resultados do que o CCMLI com relagao a classificagao dos dados, motivo ja discutido
na Secao 6.2.2, decidiu-se realizar outra analise comparativa, agora considerando apenas
a formulacao proposta do clustering coefficient que deu indicios de melhor desempenho

dentre os modelos propostos nesta Tese (o baseado na medida de Barrat et al. (2004)) e
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Figura 6.16: Gréafico ilustrativa de todos os algoritmos propostos com relagao ao indice
CRand. As particoes consideradas sao as resultantes dos grafos do tipo C3.

a medida atualmente mais usada na solugao do problema de deteccao de comunidades,
que é a baseada na maximizacao da modularidade das particoes. Para fazer essa analise,
foi necessario intensificar a busca local do algoritmo multi-nivel CCMLIIL. A intengao era
encontrar resultados de melhor qualidade para poder fazer inferéncias sobre as parti¢oes
encontradas pelo modelo proposto. Dessa forma, a busca local da fase de refinamento foi
adaptada usando a busca local proposta para o GRASPI e GRASPII. Nessa adaptacao,
para executar a transferéncia de objetos entre clusters, é necessario levar em consideracao
a melhoria da solugao sem limitar sua vizinhanga, como acontece na fase de refinamento
do CCMLII. Como resultado dessa modifica¢ao, houve um grande aumento no custo com-
putacional, pois a avaliacao dos movimentos de transferéncia de objetos entre clusters é
nao-linear, dificil de se avaliar por meio de uma equacao que nao considere todos os obje-
tos envolvidos no par de clusters envolvido na transferéncia. As partigoes que obtiveram
maior modularidade dentre os algoritmos GRASPII e Fast Greedy foram consideradas

nessa comparagcao.
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Figura 6.17: Figura que apresenta o desempenho da avaliacao externa das parti¢oes en-
contradas pela formulacao de maximizacao clustering coefficient baseada no indice de
Barrat et al. (2004) e pela formulagdo de maximizac¢do da modularidade dos 70 grafos do
tipo C3.

A Figura 6.17 apresenta o grafico de desempenho de Dolan e Moré (2002) consi-
derando os resultados obtidos pela maximizagao do clustering coefficient (CC) baseado
no indice de Barrat et al. (2004) e pelo modelo de maximizacdo da modularidade das
particoes. Nesta avaliagao, o que se compara é o CRand das parti¢coes encontradas pelos
dois modelos. Na Figura 6.17, considerando o fator 7 = 1, pode-se observar que o modelo
proposto e o de maximizacao de modularidade apresentaram resultados bem competi-
tivos, sendo que o primeiro apresentou um valor 0.757 no eixo-y, enquanto o segundo
obteve 0.743. Isso significa que o modelo proposto apresentou o maior indice CRand em
75.7% dos problemas, enquanto que o de maximizacao da modularidade apresentou para
74.3% dos problemas. Portanto, se o leitor fosse considerar apenas o indice de acerto
dos modelos, ou seja, o namero de vezes em que um modelo apresentou parti¢coes com

maior C'Rand, a conclusao seria que os dois modelos foram bem competitivos, tendo o
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aqui proposto um desempenho ligeiramente melhor. Entretanto, analisando o restante
da curva de desempenho, pode-se observar que o modelo proposto apresentou o melhor
desempenho para quase todos os valores de 7, exceto no intervalo [1.002,1.24], em que o
modelo de maximizacao da modularidade apresenta uma probabilidade ligeiramente me-
lhor do que o proposto, sendo a maior diferenca nesse intervalo de 2 pontos percentuais.
A partir do 7 = 1.24, observa-se uma alta taxa de crescimento na curva correspondente
ao modelo proposto, que atinge seu maximo (eixo-y igual a 1) quando 7 = 4.12. Nesse
ponto, a curva correspondente & maximizacao da modularidade atinge 0.87 no eixo vy,
apresentando seu valor méximo apenas quando 7 = 81. O que pode se inferir a partir
desse resultado é que, considerando os resultados até 24% piores que o melhor atingido,
ambos os modelos apresentam aproximadamente o mesmo comportamento. Entretanto,
como pode ser observado na Figura 6.17, o modelo de maximiza¢ao de modularidade teve
um conjunto de 13% de seus problemas (9 de 70) com o CRand pior do que o do modelo
proposto. O pior caso foi o de um problema com um CRand 80 vezes pior do que o do

modelo proposto, e o melhor com CRand 5 vezes pior.

Dessa forma, pode-se concluir que o modelo proposto baseado na medida de Barrat
et al. (2004) apresentou resultados bastante consistentes em um conjunto de 70 grafos de
diversos tamanhos e nimero de clusters naturais. Além disso, os resultados apontaram
melhor estabilidade das particoes encontradas por esse modelo, quando comparado a um
modelo muito utilizado na tltima década, conhecido como modelo de maximizacao da

modularidade das particoes.

A seguir, sao apresentados alguns experimentos utilizando bases de dados reais ex-
traidas da literatura. Nesses experimentos, as duas formulagoes estudadas nesta Tese e
as duas propostas sao avaliadas. Os seus resultados sao confrontados utilizando a medida

de avaliacao externa C'Rand.

6.3 Testes com Dados Reais

Esta secao apresenta os agrupamentos encontrados para conjuntos de dados reais. A
maioria desses dados é usada em problemas de classificacao de dados e a aplicacao dos
algoritmos propostos nesta Tese a tais problemas visa apenas identificar a qualidade dos
agrupamentos encontrados com relacao ao rétulo dos dados reais. Para isso, a medida de

avaliacao utilizada ¢ o CRand. Os dados utilizados nesta Tese sao apresentados a seguir.
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6.3.1 Conjunto de Dados

O primeiro conjunto de dados a ser apresentado é o Golub (Golub et al., 1999), que
consiste de 72 objetos de tecidos com dois tipos distintos de leucemia linfocitica aguda
(ALL- acute lymphoblastic leukemia), com 47 objetos, e leucemia mieldide aguda (AML
- acute myeloid leukemia), com 25 objetos. Esses objetos sao formados por niveis de
expressao génica obtidos por meio de microarrays de DNA. De acordo com Golub et al.
(1999), categorizar ALL e AML é importante para o sucesso do tratamento desses tipos
de leucemias, e nenhum teste existente ¢ adequado para o seu diagnoéstico. Embora o
tratamento usado para ALL possa ser utilizado no tratamento de pacientes com AML,
e vice-versa, o tratamento especifico leva a uma melhor taxa de cura. Por essa razao, a

distingao entre os dois tipos de leucemia aguda merece ser estudada.

Golub et al. (1999) propuseram uma abordagem para distinguir os tipos de leucemia
e, por meio de observagoes, os autores decompuseram ALL em duas classes: linhagem-B
(B-ALL) e linhagem-T (T-ALL). Nos conjuntos de dados, 38 de 47 objetos da leucemia
ALL correspondem & linhagem-B, enquanto 9 correspondem a linhagem-T. Dessa forma,
o conjunto de dados Golub pode ser analisado de acordo com esses 3 subtipos de leucemia
(AML, T-ALL e B-ALL). O conjunto de dados original tem 6817 niveis de expressao
génica, ao qual Dudoit et al. (2000) aplicaram um pré-processamento que resultou na
redugao para 3571 genes. O conjunto de dados utilizado nesta Tese foi a versao pré-
processada. Para mais detalhes do pré-processamento, consulte Dudoit et al. (2000) e,

para mais detalhes do conjunto de dados original, veja Golub et al. (1999).

O segundo conjunto de dados é o Leukemia, composto por 327 objetos de ALL
pediatrico da medula espinhal. Esse conjunto de dados foi estudado por Yeoh et al. (2002)
obtendo seus objetos por anélise microarray. O ALL consiste de diferentes subtipos de
leucemia e os objetos podem ser divididos em 6 classes: BCR-ABL (15 objetos), E2A-
PBX1 (27 objetos), Hiperdiploide>50 (64 objetos), MLL (20 objetos), T-ALL (43 objetos)
e TEL-AML1 (79 objetos). Além disso, ha4 um grupo de objetos que ndo pertencem a
nenhum subtipo descrito anteriormente (79 objetos), totalizando 7 classes no conjunto de
dados. O conjunto de dados original tem 12558 genes, no entanto, para anélise dos dados,

foi utilizada uma versao pré-processada por Yeoh et al. (2002) com 271 genes.

Breast (Bennett e Mangasarian, 1992) é uma base de dados de células cancerosas
que possui 699 objetos compostos por 9 atributos. A classificacao dessas células é dada
segundo a sua natureza, como maligna ou benigna, confirmada pela técnica fine nee-
dle aspirate (FNA). FNA permite a biopsia por tecidos recuperados por meio de andlise
microscopica. Os atributos desse conjunto de dados sao: a espessura do grupo, a unifor-

midade do tamanho da célula, a uniformidade do formato da célula, a adesao marginal,



76 Tese de Doutorado

o tamanho da célula epitelial tnica, o ntcleo vazio, a cromatina suave, o nucléolo normal
e a mitose. O numero de objetos de natureza benigna ¢é igual a 241, enquanto que 458

objetos sao da classe maligna.

Novartis (Su et al., 2002; Monti et al., 2003) é uma base de dados de expressao
génica com 103 objetos de tecidos cancerosos. Esses objetos sao de 4 diferentes tipos de
cancer: 26 de mama, 26 de prostata, 28 de pulmao e 23 de célon. Cada objeto tem 1000
atributos, que correspondem a niveis de expressao de 1000 genes. O conjunto de dados
MultiA (Su et al., 2002) tem os mesmos objetos, s6 que pré-processadas por Hoshida et
al. (2007), e com um numero maior de atributos, 5565. Para manipula¢ao desse conjunto
de dados, essas bases precisam ser normalizadas devido a nao uniformidade dos dados e

dos diferentes limites nos valores dos atributos.

O conjunto de dados MultiB (Ramaswamy et al., 2001) é, assim como MultiA e
Novartis, um conjunto de dados com tecidos de células tumorais. Esse conjunto de dados,
pré-processado por Hoshida et al. (2007) para reduzir sua dimensionalidade, ficou com
5565 atributos. O conjunto de dados, que possui 32 objetos, pode ser classificado de
acordo com seus tipos de tecidos: 5 correspondem a tecidos de mama, 9 de prostata, 7 de

pulmao e 11 de coélon.

Lung (Bhattacharjee et al., 2001) é formado por dados que representam niveis de
expressao do RNAm de tumores de pulmao coletados por microarrays de oligonucleotidio.
Essa base contém 17 objetos de tecido normal e 3 tipos de cancer de pulmao, correspon-
dendo a 139 objetos de adenocarcinomas, 21 de carcinomas de células escamosas e 20 de
carcinbides. Nos testes realizados, foi usada uma versao desses dados proposta por Monti
et al. (2003).

MiRNA (Lu et al., 2005) é uma base de dados de uma pequena classe nao codificada
de espécies de RNA, os microRNAs (miRNAs). Os dados sdo obtidos por meio de um
método de coleta de perfil baseado na expressao de 217 miRNAs de mamiferos. Essa base
contém 218 objetos de tecidos humanos de diferentes tipos de tumores. Os objetos podem

ser classificados em:

e cpiteliais (83 objetos) e nao epiteliais (135 objetos), de acordo com a origem do

objeto;

e gastrointestinais (184 objetos) e nao gastrointestinais (34 objetos), também de

acordo com a origem dos objetos;

e normais (46 objetos), tumores (140 objetos) e linhagem de células (32 objetos),

quanto a natureza dos objetos;
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e cstomacais (6 objetos), de colon (15 objetos), pancreaticas (10 objetos), renais (11
objetos), hepaticas (3 objetos), de bexiga (9 objetos), de prostata (18 objetos), de
ovario (7 objetos), de ttero (19 objetos), pulmonar (10 objetos), de mesotelioma (8
objetos), de melanoma (5 objetos), de mama (14 objetos), de cérebro (2 objetos),
de B-ALL (26 objetos), de T-ALL (28 objetos), de células B de linfoma grandes (8
objetos), de linfoma folicular com fendas (8 objetos), de micose fungoide (3 objetos)
e de AML (8 objetos), definindo o tipo de tecido;

e 8 tipos diferentes de 3, 4, 2, 5, 10, 3, 2 e 3 objetos definindo a linhagem de células,
originando 9 classes (incluindo uma classe de objetos que nao sdo de linhagens de

células, correspondendo a 186 objetos);

e 4 classes, por meio da informagcao da origem das objetos, que foram colhidas para o
estudo de Ramaswamy (123 objetos), no hospital St Jude (31 objetos), no hospital
Dana-Farber (39 objetos) e no MIT (25 objetos).

Proteinas (Ding e Dubchak, 2001) é um conjunto de dados composto por 698 objetos
correspondentes a dobras de proteinas, com 125 atributos cada. O reconhecimento de
dobras de proteinas é importante para o entendimento de sua estrutura, sem precisar se
preocupar com a similaridade da seqiiéncia. Essa base de dados pode ser classificada em
duas estruturas diferentes. A primeira estrutura é relativa a 4 grandes classes de dobras
principais com 116, 226, 260 e 96 objetos cada uma, e a segunda representa uma divisao
em 27 subtipos de dobras com 19, 16, 32, 15, 18, 16, 74, 21, 29, 13, 16, 32, 12, 13, 16, 77,
23, 24, 40, 22, 17, 24, 18, 15, 15, 40 e 41 objetos.

Yeast (Nakai e Kanehisa, 1991) é uma base de dados com objetos correspondentes a
1484 proteinas de levedura com 8 atributos relativos as caracteristicas calculadas a partir
das seqiiéncias de aminoacidos. O sitio de localizagao de uma proteina dentro de uma cé-
lula é primordialmente determinado pela seqiiéncia do aminoacido. As proteinas da Yeast
podem ser classificadas em 10 tipos diferentes, levando-se em consideracao o sitio de loca-
lizagao da proteina: citoplasmética ou citoesqueleto (463 objetos), nuclear (429 objetos),
mitocondrial (244 objetos), proteina de membrana sem sinal N-terminal (163 objetos),
proteina de membrana sem morula com sinal de divisao (51 objetos), proteina de mem-
brana com moérula com sinal de divisdo (44 objetos), extracelular (37 objetos), vacuolar
(30 objetos), peroxissomal (20 objetos), e localizadas no limen do reticulo endoplasmético
(5 objetos).

Ecoli (Nakai e Kanehisa, 1991) ¢ uma base de dados com 336 objetos de proteinas
da bactéria Escherichia coli. A partir das seqiiéncias de aminoécidos dessas proteinas,
7 atributos foram utilizados para a classificacao dos dados. Essas proteinas podem ser

classificadas em 8 tipos diferentes levando-se em consideracao o sitio de localizagao da
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proteina: citoplasmatica, com 143 objetos; membrana interna sem seqiiéncia de sinal,
com 73 objetos; periplasma, com 52 objetos; membrana interna com sinal de seqiiéncia de
divisao, com 35 objetos; membrana externa, com 20 objetos; membrana externa lipopro-
teica, com 5 objetos; membrana interna, com 2 objetos; e membrana interna com divisao

de seqiiéncia de sinal, com 2 objetos.

BreastA (van 't Veer et al., 2002) e BreastB (West et al., 2001) sao dois conjuntos de
dados com, respectivamente, 98 e 48 objetos de tumor de mama obtidos usando micro-
array de oligonucleotideos com um e com dois canais. Os conjuntos de dados utilizados
nesta Tese sao pré-processados e cada um deles apresenta 1213 atributos. Com relagao
a classificacdo, Hoshida et al. (2007) apresentaram uma andlise do conjunto de dados
BreastA dividindo-o em 3 classes com 11, 51 e 36 objetos. BreastB, assim como em (Nas-
cimento et al., 2010b), foi decomposta em 2 classes levando-se em consideragao o receptor
de estrogénio (RE). Esse conjunto de dados tem 25 objetos de RE positivo (RE+) e 24
objetos de ER negativo (RE-).

Os conjuntos de dados DLBCLA (Monti et al., 2005), DLBCLB (Rosenwald et al.,
2002) e DLBCLC Shipp et al. (2002) possuem exemplos de linfoma difuso de grandes
células-B (do inglés, Diffuse large B-cell lymphoma, DLBCL). O primeiro conjunto de
dados, o DLBCLA, é composto por 141 objetos de DLBCL com 661 atributos cada que
podem ser classificadas de acordo com trés mecanismos moleculares relevantes: a fosfori-
lagao oxidativa (OxPhos) com 49 objetos, respostas das células-B (BCR) com 50 objetos
e resposta de hospedeiros (HR), com 42 objetos. O conjunto de dados denominado DLB-
CLB (Rosenwald et al., 2002) é uma versao pré-processada de 180 objetos de DLBCL, que
apresenta 661 atributos (Hoshida et al., 2007). Assim como a base de dados DLBCLA, os
objetos desse conjunto sao classificados de acordo com os mecanismos moleculares BCR,
OxPhos e HR, com, respectivamente, 12, 51 e 87 exemplos. Por fim, o conjunto de dados
DLBCLC (Shipp et al., 2002) é composto por 58 objetos de DLBCL, com 3795 atributos
cada. A versao desse conjunto de dados usada nesta Tese corresponde a uma versao pré-
processada por Hoshida et al. (2007). Essa versao contém duas classes que correspondem

a DLBCL ja curados (32 objetos) e tumores fatais ou com remissao (26 objetos).

Iris ¢ uma base cléssica de analise discriminante de tipos de flores proposta por Fisher
(1936). Ela contém 150 exemplos de trés espécies diferentes de flores Iris: Iris setosa, Iris
virginica e Iris versicolor. Na lris, cada espécie de flor tem 50 exemplos, cada um com 4

atributos correspondendo a largura e espessura da pétala e da sépala.

A Tabela 6.4 resume as principais caracteristicas de cada conjunto de dados utiliza-
dos nos testes computacionais desta Tese. Nessa tabela, a primeira e a segunda colunas

indicam, respectivamente, o conjunto de dados e o nimero de objetos do respectivo con-
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Tabela 6.4: Tabela com as principais caracteristicas dos conjuntos de dados.
Conjunto de Dados #Objetos fEstruturas (fgrupos) fAtributos

Golub 72 1(3) 3571
Leukemia 327 1(7) 271
Breast 699 1(2) 9

Novartis 103 1 (4) 1000
Lung 197 1 (4) 1000
MiRNA 218 6 (2,2,3,4,9,20) 217
Proteinas 698 2 (4, 27) 125
Yeast 1484 1 (10) 8

Ecoli 336 1 (8) 7

Iris 150 1(3) 4

MultiA 104 1(4) 5565
MultiB 32 1 (4) 5565
BreastA 98 1(3) 1213
BreastB 48 1(2) 1213
DLBCLA 141 1 (3) 661
DLBCLB 180 1(3) 661
DLBCLC 58 1(2) 3795

junto de dados. A terceira coluna, fEstruturas (fgrupos), possui o ntmero de estruturas
em cada conjunto de dados e, em parénteses, o nimero de clusters de cada estrutura. A

quarta coluna, gAtributos, apresenta o nimero de atributos de cada objeto do conjunto
de dados.

6.3.2 Construcdo do Grafo

Dado um conjunto de dados, como os anteriormente descritos, a construcao de um grafo
a partir desse conjunto requer algumas consideragoes. A primeira corresponde & defini¢cao
de sua estrutura: o que seriam os nés do grafo e o que determinaria as arestas desse
grafo e seus pesos associados. A forma mais direta e intuitiva de representar o conjunto
de dados em um grafo é considerar que seus nos representam os objetos do conjunto de
dados, conectados entre si por arestas e cujos pesos representam uma medida de simila-
ridade entre os objetos (n6s). Tendo em vista essa estrutura de grafo, o proximo passo
é definir a medida de similaridade a ser utilizada para a definicao dos pesos das arestas.
Nao foram observadas na literatura muitas medidas para avaliagao da similaridade entre
pares de objetos. Como os objetos dos conjuntos de dados apresentados anteriormente
possuem diversos atributos, é necessario definir uma medida que os considere de forma a
utilizar toda a informacao fornecida pelos dados. Um exemplo de medida de similaridade
¢ dado pela funcao Gaussiana. Essa funcao é bastante utilizada para construir grafos

para agrupamento de dados. Dado um par de objetos i e j do conjunto de dados, sua
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similaridade pode ser calculada por:

Sij =€ 202 s (65)

em que o é um parametro ajustado segundo a aplicacao e normalizagao do conjunto de
dados e d(i,j) é uma medida de distancia entre os objetos i e j. Alguns exemplos de
medidas de dissimilaridade que poderiam ser usadas para essa defini¢ao sao: a distancia
Euclidiana, a distancia Manhattan, a distancia Chebyshev e a distancia de Mahalanobis.
Nesta Tese, a distancia Euclidiana é adotada como medida padrao de dissimilaridade
entre objetos. O primeiro motivo de sua escolha é o fato da distancia Euclidiana ser
uma métrica. Uma métrica consiste de uma fungao nao negativa d(z,y) que representa a
distancia entre dois objetos = e y do espago métrico correspondente (Gray, 1997). Essa

funcao deve respeitar as seguintes propriedades:

(i) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), conhecida como desigualdade triangular;
(i) d(z,y) = d(y,x), conhecida como propriedade simétrica;

(iii) d(xz,z) = 0.

Além do mais, a distancia Fuclidiana é a distancia mais utilizada na literatura para
esse tipo de problema, e seu valor é representavel no plano cartesiano de forma intuitiva.
Para calcular a distancia Euclidiana entre os objetos de um conjunto de dados, considere
a;, 0 k-ésimo atributo do objeto (ou no) ¢ e n, o nimero de atributos de cada objeto. O

calculo da distancia ¢ dado a seguir:

Na

d(i,j) = (@ — azi)?. (6.6)

k=1

Uma maneira de definir uma medida de similaridade a partir de uma medida de

dissimilaridade é utilizando o seguinte célculo:

- 6.7
1 + dmax’ ( )

wijzl

em que d,g, = max d(i,7), 180 €, dmar € @ maior distancia entre quaisquer dois objetos
1<i,j<

do conjunto de dados.

A partir da medida de similaridade dada pela fungao Gaussiana ou pela baseada na

Equagao 6.7, pode-se construir um grafo completo calculando-se a similaridade entre todos
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os pares de objetos do conjunto de dados, ou seja, calculando-se a matriz de similaridades.

Essa matriz, portanto, ird representar a matriz de pesos das arestas do grafo.

O problema da medida de similaridade baseada na funcao Gaussiana é a influén-
cia que o parametro o exerce na estrutura dos grafos construidos a partir dela. Ng et
al. (2002) apresentaram uma maneira de ajustar esse pardmetro, que é por meio de um
estudo empirico baseado na consideracao de diversos valores para o, de forma a usar a
particao que apresente a menor distor¢ao nos dados. Entretanto, nao foi encontrada na
literatura nenhuma maneira eficiente de obter valores para o parametro o. Além disso,
estudos reportam que a construcao do grafo pode causar grandes diferencas nos resultados
do algoritmo de agrupamento (Maier e Hein, 2009), podendo conduzir a resultados ten-
denciosos. O impacto desse parametro nas partigoes obtidas pelos algoritmos propostos

nesta Tese ¢ avaliado na Se¢ao 6.3.3.

Muitas vezes, o grafo completo nao é a melhor forma de se representar os dados
em um grafo, pois, devido & grande quantidade de arestas resultantes dessa construgao,
o algoritmo de agrupamento pode apresentar um alto custo computacional. Por essa
razao, existe alternativas para se construir um grafo que nao seja completo a partir de

um conjunto de dados. Algumas delas sao apresentadas a seguir.

Uma constru¢ao simples do grafo de dados ¢é definir suas arestas levando-se em
consideracao um limitante superior para a distancia dos objetos, ou seja, um par de nos
é adjacente se a distancia entre eles é menor ou igual a uma distancia d pré-definida.
O grafo resultante pode ou nao apresentar pesos em suas arestas, definidos por alguma
medida de similaridade a partir das distancias entre os pares de nos ja conhecidas. Essa

estrutura é conhecida como grafo dos € vizinhos mais proximos (Von Luxburg, 2007).

Outra forma de se construir um grafo é considerar um determinado niimero x de
vizinhos mais proximos. Nesse caso, a aresta entre dois nos 7 e j do grafo é considerada
apenas se a distancia entre ¢ e j for uma das x mais proximas dentre todos os nos. Essa
abordagem tem duas variagoes: se o grafo nao for direcionado, que é o caso dos dados aqui
considerados, a aresta pode existir se a distancia entre os noés i e j for uma das x menores
com rela¢do ao no i e ao nd j (vizinhangas mutuamente mais proximas), ou apenas com
relagdo ao objeto i ou apenas com rela¢do ao objeto j (vizinhangas mais proximas). O
valor de k e o calculo das distancias devem ser definidos previamente (Jarvis e Patrick,

1973).

Outra abordagem para construgao do grafo é dada pela avaliagao das medidas de
vizinhangas que considera as arestas entre dois nés, como, por exemplo, o grafo Gabriel

(GG) e o grafo de vizinhancas relativas, (RNG, do inglés relative neighborhood graph).

Para a definigao do GG e do RNG, seja B(x,r) uma bola de centro = e raio r
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(a) (b)

Figura 6.18: Figura das vizinhangas de grafo. (a) Regiao do Grafo Gabriel. A regido
que define a aresta entre dois nés é um circulo cujo centro é o ponto médio dos noés e o
didmetro ¢ a distancia entre os nos (regido hachurada). Se ndo houver nenhum outro né
nessa regiao, entao existe uma aresta entre esses noés. (b) Regido das vizinhangas relativas.
Nesse caso, a regiao que define a aresta é dada pela regiao hachurada, que é a intersecgao
de dois circulos indicados na figura.

definida por B(z,r) = {y : d(x,y) < r} em que d é alguma medida de distancia. Seja
o grafo G = (V,E). A vizinhanga do GG ¢é definida por regides circulares em que uma
aresta é adicionada ao grafo se e somente se nenhum ponto do conjunto de dados pertence
ao circulo que tenha como didmetro tal aresta. Dessa forma, o GG pode ser definido
da seguinte maneira: a aresta e = (i,j) € E se e somente se B(%,@) nNv = 0.
Uma ilustragao da vizinhanca desse grafo é apresentada na Figura 6.18. O grafo RNG
é caracterizado pela seguinte construgao: uma aresta e = (i,j) € E se e somente se
B(i,d(i,7)) N B(4,d(i,7)) NV = (. Uma ilustragao da vizinhanga do grafo RNG é dada na
Figura 6.18.

A escolha da melhor alternativa para a construcao de um grafo a partir de um
conjunto de dados depende de diversos fatores. Nem sempre ha a garantia de que a
estrutura adotada é a ideal para a representacao de dados ou para a aplicacao de um
algoritmo de agrupamento. Alguns resultados empiricos podem fornecer apenas indicios
de quais sao as estruturas mais adequadas para um dado algoritmo. As construcoes aqui
apresentadas sao as mais usadas em agrupamento de dados. Tendo isso em vista, alguns
testes com conjuntos de dados reais foram realizados e seus resultados sao reportados a

seguir.

6.3.3 Resultados dos Testes com Bases de Dados Reais

Considerando a discussao sobre a construcao dos grafos a partir dos conjuntos de dados
a serem utilizados nesse experimento, optou-se por examinar a adogao de diferentes me-

didas de similaridade para a construgao de um grafo completo dos conjuntos de dados.
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As particoes encontradas para cada uma dessas construgoes foram comparadas com as
particoes que fornecem a classificacao real dos dados. Para que os testes nao ficassem
muito redundantes, apenas alguns dos resultados, os julgados mais relevantes para as
conclusoes sobre a influéncia da construcao do grafo nos resultados, sao apresentados.
Entao, procurou-se utilizar uma maneira menos tendenciosa de construgao dos grafos a
partir dos conjuntos de dados. Essa representagao corresponde a um grafo com pesos que

nao é completo.

Para se avaliar os resultados obtidos pelos algoritmos testados, utilizou-se a medida
CRand, que compara numericamente as particoes encontradas pelos algoritmos e as classes
desses dados. Vale observar que o tinico algoritmo que necessita da definigao do ntimero de
clusters em sua formulagao é o GRASPI. Para reportar os resultados desse algoritmo, foi
adotada uma metodologia de geracao de parti¢coes com um niimero de clusters no conjunto
{2,...,30}. A partigao que melhor se aproximar da classificagao real dos dados, ou seja,
que obtiver o maior C'Rand, é escolhida. Portanto, o que é reportado é o maior CRand
dentre as parti¢oes obtidas pelo GRASPI considerando k£ € {2,...,30}. A Tabela 6.5
apresenta os resultados obtidos usando a construcao de um grafo completo com a medida

de similaridade dada pela Equacao 6.7.

Com relagao aos resultados obtidos pelo GRASPI, pode ser observado que os indices
CRand atingidos pelas suas particoes apresentam valores bastante superiores em relacao
aos outros algoritmos. Ao contrario do que aconteceu nos grafos dos testes da Segao 6.2.2,
as partigoes encontradas nesses grafos completos nao apresentaram noés isolados. Pelo que
foi observado, os resultados ficam mais confidveis para essa formulagao quando o grafo
é completo, assim como acontece com o CCMLI. Ainda na Tabela 6.5, pode ser notado
que o GRASPII, que corresponde ao algoritmo para a maximizacao da modularidade,
apresentou indices CRand elevados, mas piores do que o GRASPI. O CCMLI também
apresentou indices CRand altos, sendo competitivo com o GRASPII, ao contréario do que
acontecia com as particoes encontrados para os grafos simulados de se¢oes anteriores.
Isso acontece porque, como ja foi discutido na Secao 6.2.2, a formulacao baseada no
indice clustering coefficient de Onnela et al. (2005) apresenta um comportamento mais
condizente com a intuicao dos grupos quando o grafo a ser estudado é completo. Pelos
resultados observados, a formulacao baseada no clustering coefficient de Barrat et al.

(2004) nao apresentou indices CRand elevados, exceto para a base Iris.

Quando um grafo completo dos conjuntos de dados foi construido usando a fungao
Gaussiana dada pela Equagao 6.5 com ¢ > 1, observou-se particoes semelhantes as en-
contradas no particionamento dos grafos construidos a partir da medida de similaridade
calculada pela Equacao 6.7. O comportamento da funcao Gaussiana conforme aumenta o

valor de o é de uma queda mais suave em sua curva, ou seja, a curva fica mais achatada.
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Tabela 6.5: Tabela com os valores dos indices CRand das partigoes obtidas por todos
os algoritmos propostos com bases reais e utilizando a construgao do grafo baseada na
similaridade dada pela Equacao 6.7. Os valores dos indices CRand mais altos estao
destacados em negrito.

GRASPI GRASPII CCMLI CCMLII

Dados k  CRand k  CRand k  CRand k  CRand
Golub 3 0.442 3 0.428 3  0.395 3 0.039
Leukemia 5  0.617 5 0.647 9 0.689 3 0.315
Breast 2 0.877 2 0.882 2 0.583 1 0
Novartis 4  0.921 4 0.946 4 0.946 3  0.266
Lung 7 0.170 3 0.164 6 0.303 2 0.081
MiRNA 2 0.510 2 0471 8 0.168 2 0.309
MiRNA 5 0.096 2 0.094 8 0.060 2 0.127
MiRNA 4 0.190 2 0.141 8 0.151 2 0.085
MiRNA 2 0.503 2 0.456 8 0.268 2 0.280
MiRNA 4 0.060 2 0.037 8 0.048 2 -0.010
MiRNA 18 0.342 2 0.097 8 0.315 2 0.090
Proteinas 4  0.327 3 0.253 3 0.167 4 0.063
Proteinas 11 0.167 3 0.056 3 0.027 4 0.018
Yeast 9 0.150 3 0.090 3 0.156 3  0.003
Ecoli 3  0.603 3 0.664 8 0.404 2 0.346
Iris 3 0.756 2 0.522 4  0.637 3  0.660
MultiA 4 0.873 3  0.664 5 0.701 2 0.319
MultiB 7 0.291 2 -0.026 2 -0.026 2 0.006
BreastA 2 0.681 2 0.694 2  0.653 2 0.409
BreastB 2 0.321 2 0.163 3 0.202 2 0.289
DLBCLA 4 0.407 3  0.268 4 0.259 2 0.160
DLBCLB 4  0.480 2 0411 2 0.565 2 0.454
DLBCLC 5 0.314 2  -0.017 2 -0.017 2 0.002

Dessa maneira, a diferenca das distancias entre objetos é menos acentuada se esses estao
proximos ou afastados quando se considera uma curva Gaussiana com um o alto. Quando
o valor do parametro ¢ da fungao Gaussiana dada pela Equacao 6.5 for baixo, a proximi-
dade dos objetos faz com que a sua similaridade seja muito mais alta, enquanto que se
os objetos forem distantes, essa distancia é traduzida por uma similaridade bem inferior
do que no primeiro caso. Em outras palavras, quando o valor de ¢ for pequeno, nés mais
proximos ficam mais préoximos, enquanto que nos distantes ficam mais distantes. Tendo
isso em vista, foram testados outros valores para esse parametro o. Como exemplo, os
resultados da medida CRand para ¢ = 0.03 sao reportados na Tabela 6.6. Nesse caso,
devido a diferenca de dimensionalidade dos dados, foi necesséria uma normalizagao prévia
da matriz de distancias para que essa apresentasse valores no intervalo [0,1]. Para essa
normalizacao, todos os elementos da matriz de distancias foram divididos pela sua maior

distancia antes da normalizacao.
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Tabela 6.6: Tabela com os valores dos indices CRand das partigoes obtidas por todos
os algoritmos propostos com bases reais e usando a medida de similaridade dada pela
Equacao 6.5 com o = 0.03. Os valores dos indices CRand mais altos estao destacados em
negrito.

GRASPI GRASPII CCMLI CCMLII
Dados k  CRand k  CRand k CRand k  CRand
Golub 5 0.586 10 0.241 9 0.245 2 0.695
Leukemia 8 0.704 41 0.299 10 0.458 4 0.584
Breast 3 0.747 38  0.090 10 0.175 2 0.818
Novartis 9 0.729 19 0.370 10  0.409 4 0.847
Lung 5 0.520 34 0.043 10  0.120 2 0.135
MiRNA 3 0450 34 0.049 10  0.157 2 0.523
MiRNA 2 0.106 34 0.013 10 0.040 2 0.073
MiRNA 6 0.155 34 0.029 10  0.115 2 0.128
MiRNA 3  0.506 34 0.061 10 0.217 2 0.532
MiRNA & 0.109 34 0.013 10  0.047 2 0.071
MiRNA 14 0.306 34 0.293 10  0.244 2 0.107
Proteinas 13 0.274 76 0.031 10  0.111 2 0.193
Proteinas 14 0.071 76 0.046 10  0.077 2 0.038
Yeast 10 0.109 60 0.052 9 0.146 4 0.168
Ecoli 13 0.722 34 0.095 10  0.283 2 0.454
Iris 3 0.680 11 0.382 10 0.340 3 0.746
MultiA 13 0.599 17 0.361 7  0.568 3  0.563
MultiB 6 0.213 5 0.274 8 0.213 2 0.084
BreastA 10 0.495 3 0431 9 0.248 3  0.431
BreastB 7 0.416 3 0.445 9 0.138 2 0.500
DLBCLA 15 0.296 15  0.155 10 0.088 2 0.227
DLBCLB 6 0.380 24 0.141 9 0.189 2 0.547
DLBCLC 2  0.008 5 0.002 10  -0.008 3 -0.016

Na Tabela 6.6 nota-se um padrao de comportamento diferente do até agora ob-
servado nos valores dos indices CRand das partigoes obtidas pelos algoritmos propostos
nesta Tese. O GRASPI obteve indices altos na maioria das partigoes, apresentando mais
vezes o maior valor do indice CRand, 12 vezes. Isso ocorreu provavelmente porque os
grafos particionados sdo completos. O GRASPII apresentou um comportamento regular,
nao tendo em nenhuma base um indice CRand superior a 0.5. O CCMLI apresentou
resultados ligeiramente melhores do que os do GRASPII e piores do que os do GRASPI
e CCMLII. Os valores dos indices CRand das parti¢oes encontradas pelo CCMLII foram
muito bons. Para a maioria dos casos, esses valores foram bem altos, sendo que 9 deles

foram maiores do que os dos outros algoritmos.

Na tentativa de evitar o problema de encontrar resultados tendenciosos por causa
da construcao indevida dos grafos a partir dos dados, propos-se a construcao do grafo

dos k vizinhos mais proximos (a abordagem de vizinhangas mais proximas), e posterior
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observacgao gréafica dos grafos produzidos a partir dessa abordagem. Para a observacao
grafica, os grafos resultantes foram plotados com os rétulos de suas classes em seus nos. Foi
analisado se os grafos representados por essa abordagem apresentavam conectividade em
suas classes, ou seja, tinham caracteristicas de agrupamento em sua classificagao. Como
resultado, a maioria dos grafos construidos por meio dessa abordagem apresentaram uma
estrutura bem definida de agrupamento, como pode ser verificado no Apéndice A. O valor
adotado para x foi 15, obtido por meio de testes preliminares que avaliaram visualmente

as caracteristicas dos grafos obtidos.

Tabela 6.7: Tabela com os valores dos indices CRand das parti¢oes obtidas por todos os
algoritmos propostos com bases reais e utilizando o grafo dos 15 vizinhos mais proximos
e com pesos. Os valores dos indices CRand mais altos estao destacados em negrito.

GRASPI GRASPII CCMLI CCMLII

Dados k  CRand k  CRand k. CRand k  CRand
Golub 11 0.079 4 0424 10 0.154 2  0.592
Leukemia 11 0.521 6 0.786 10 0.292 6 0.792
Breast 2 -0.001 47 0.093 4 0.027 8 0.164
Novartis 6  0.296 4  0.946 9 0.552 4 0.973
Lung 12 0.430 6 0.304 9 0.036 2 0.188
MiRNA 12 0.156 6 0.153 10  0.102 8 0.191
MiRNA 13 0.004 6 0.095 10 0.029 8 0.067
MiRNA 13 0.089 6 0.149 10  0.041 8 0.124
MiRNA 12 0.218 6 0.241 10 0.088 8 0.224
MiRNA 11 0.073 6 -0.001 10 -0.004 8 0.032
MiRNA 12 0.016 6 0.282 10  0.120 8 0.333
Proteinas 4 0.001 10 0.144 5 0.009 6 0.253
Proteinas 4 0.000 10 0.083 5 0.008 6 0.053
Yeast 5 0.000 25  0.087 4 0.000 2 0.069
Ecoli 7 -0.001 7 0.394 10  0.138 3 0.709
Iris 14  0.393 5 0.510 10  0.177 3 0.732
MultiA 11 0.262 4 0.767 10  0.283 4 0.773
MultiB 11 0.010 2 -0.025 3 -0.029 2 -0.027
BreastA 11 0.332 4  0.334 10  0.091 2 0.446
BreastB 11 0.034 2 0.500 9 0.155 2 0.500
DLBCLA 15 0.007 4 0.369 10  0.035 2 0.209
DLBCLB 13 0.019 5 0.303 10 0.079 2 0.605
DLBCLC 2 -0.006 3 -0.020 10 -0.013 1 0.000

Considerando essa construcao de grafo ponderado, pode ser observado que ambos
os algoritmos GRASPI e CCMLI apresentaram resultados inferiores aos obtidos pelos al-
goritmos GRASPII e CCMLII. O comportamento indesejado desses algoritmos em grafos
nao completos e com pesos se repetiu e, portanto, pode ser uma tendéncia dessas formu-
lagoes. Portanto, caso deseja-se utiliza-las por apresentarem bons resultados quando o

grafo é completo, uma alternativa é pré-processar o grafo para torné-lo completo, usando,
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por exemplo, a abordagem dos caminhos mais proximos discutida anteriormente.

Com relacao aos resultados obtidos pelos algoritmos GRASPII e CCMLII, foi ob-
servado que ambos apresentaram indices CRand altos e baixos nos mesmos casos. Entre-
tanto, considerando os indices mais altos, foi visto que o algoritmo CCMLII apresentou
classificacoes mais compativeis com as dos dados estudados. Alguns exemplos sao as bases
DLBCLB e Ecoli, nas quais o algoritmo CCMLII apresentou parti¢goes com indices CRand
de 0.605 e 0.709, enquanto que para o GRASPII foram de 0.303 e 0.394, respectivamente.

Como esses problemas sao de classificagcao de dados, nao é esperado que os resul-
tados atingidos coincidam com o agrupamento dos dados. Ainda mais porque os dados
podem apresentar mais de uma classificagao, como é o caso do conjunto de dados MiRNA.
Entretanto, é observado que o problema de classificacao de dados, que é um problema
de reconhecimento de padroes, apresenta certas semelhancas com o problema de agrupa-
mento de dados, pois em dados de classificacao podem ser observados agrupamentos e,
muitas vezes, os grupos encontrados por meio de algoritmo de agrupamento tém grande

aproximacao com as classes dos dados.

6.4 Consideracdes Finais

Foi possivel concluir por meio dos testes realizados nesta Tese que os algoritmos GRASPI
e CCMLI apresentaram um comportamento semelhante no sentido de ramificar muito os
clusters quando o grafo a ser particionado nao é completo. Por meio de alguns estudos
realizados, propos-se uma alternativa para amenizar a limitacao do CCMLI nesses casos.
Apesar do aumento do custo computacional do problema, considerar a matriz de simila-
ridades baseada na construcao dos caminhos mais proximos para todos pares de nos do
grafo pode ser uma alternativa para o GRASPI. Como essa matriz produz uma relagao
numeérica para todos pares de nos do grafo, o resultado das partigoes calculadas a partir
dela pode ser melhor para o problema de agrupamento por agregar mais informagao global

do grafo.

Com relagao aos algoritmos GRASPII e CCMLII, pode-se concluir que quando o
grafo a ser particionado é ponderado, mas nao completo, ambos apresentam resultados
muito bons, sendo que o uso de um algoritmo de busca local mais intensivo no CCMLII
levou a um melhor comportamento do CCMLII com indices de acertos mais altos do que
o GRASPII. Entretanto, o GRASPII obteve altos indices CRand para grafos completos
usando a medida de similaridade dada pela Equacao 6.7, comportamento nao observado
pelo CCMLII. Como no problema de deteccao de comunidades os grafos a serem manipu-

lados dificilmente sao completos, esse comportamento do CCMLII nao é necessariamente
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um problema. Se for necessario manipular um grafo completo, é possivel pré-processar
seus dados de forma a utilizar uma medida que torne as distancias mais sensiveis, como
a fungao Gaussiana com valores de ¢ baixo, ou eliminando arestas por meio da estratégia
de vizinhos mais préoximos. Uma alternativa é adotar o algoritmo CCMLI quando o grafo

for completo e ou o CCMLII, caso contrario.



CAPITULO

7

Conclusdes e Perspectivas Futuras

Este capitulo relembra os objetivos e destaca os principais resultados desta Tese. Ao
final, sao fornecidas sugestoes para o direcionamento de pesquisas futuras relacionadas a

continuidade deste trabalho.

7.1 Consideracées Finais

Esta Tese teve como objetivo principal apresentar contribui¢oes na érea de aprendizado
nao-supervisionado por meio da proposicao de métodos e modelos matematicos para o
problema de agrupamento de dados em grafos. Em uma primeira etapa, foram analisa-
dos modelos de particionamento de grafos ja publicados na literatura e dois deles foram
selecionados para serem estudados nesta Tese. Para os modelos selecionados, ou seja, o
de maximizagao da soma das arestas intra-cluster e o de maximizagao da modularidade
das particoes, foram propostas metaheuristicas GRASP. Em uma primeira etapa de ex-
perimentos, os resultados das metaheuristicas foram comparados com os de heuristicas
da literatura comumente utilizadas para resolver esses problemas. Os resultados com-
parativos apontaram que as solugoes das metaheuristicas propostas apresentaram uma
melhor qualidade do que as da literatura, com resultados bem superiores. Com relagao ao
desempenho das metaheuristicas, a melhoria na qualidade das solugoes foi obtida em um
tempo computacional superior ao de heuristicas encontradas na literatura. Na segunda

etapa de experimentos, as particoes encontradas foram comparadas com a classificacao
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do conjunto de grafos modulares que apresentavam uma clara estrutura de agrupamento.
Foi observado que as parti¢oes encontradas para o modelo de maximizagao da modulari-
dade das parti¢oes foram bem satisfatorias, apresentando indices de correlagao bem altos
com a classificacao dos grafos. Com relagao as particoes encontradas para o modelo de
maximizacao da similaridade intra-cluster, uma limitagao do modelo, ja apontada na lite-
ratura, foi confirmada: a de solugoes com clusters com tnico né. Entretanto, observou-se
que quando o grafo particionado por esse modelo era completo, a limitacao do modelo
anteriormente mencionada nao era observada. Pelo contrario, as solugoes encontradas
pela metaheuristica tinham uma boa qualidade e quando a metaheuristica foi aplicada a
dados de classificagao, os resultados foram bem consistentes (Nascimento et al., 2010b).
O que se pode concluir por meio dessas observacoes é que para esse ultimo modelo, um
pré-processamento dos dados de forma a se ter uma matriz de similaridades indicando
uma relagao para todos os pares de nos do grafo pode ser uma boa alternativa para o seu
uso. Uma sugestao foi apresentada para esse pré-processamento, que consiste na utiliza-
¢ao da matriz das distancias mais préoximas entre os nos do grafo original adaptada para

matriz de similaridades.

A segunda contribuicao desta Tese foi a proposta de modelos de agrupamento de
dados em grafos que tém a capacidade de detectar partigoes sem a necessidade de previ-
amente fornecer o nimero de clusters, baseando-se na conectividade dos nés intra-grupos
no grafo. Para atingir tal objetivo, uma medida originalmente proposta para avaliar a ten-
déncia de agrupamento de nés de um grafo, conhecida como clustering coefficient (Watts
e Strogatz, 1998), foi usada como ponto de partida da nova formulagdo matemaética. Essa
medida foi inicialmente introduzida para grafos sem pesos. Anos depois de ter sido pro-
posta, duas generalizagoes para grafos ponderados foram introduzidas, uma proposta por
Barrat et al. (2004) e a outra por Onnela et al. (2005). Nesta Tese, ambas as generaliza-
¢oes dessa medida foram estudadas e implementadas para encontrar particoes de um grafo
(por meio de um modelo matematico que as maximize). De acordo com os experimentos
computacionais realizados com centenas de grafos, a formulacao matematica proposta que
maximiza a medida introduzida por Barrat et al. (2004) apresentou resultados bem satis-
fatorios e condizentes com a conhecida classificacao dos dados. Inclusive, essa formulagao
forneceu, por meio de uma heuristica multi-nivel, partigoes mais consistentes do que as
particoes encontradas pela formulagao que maximiza a modularidade das parti¢oes. O
destaque deste trabalho é que essa tultima formulacao ¢ uma das mais usadas na area de
deteccao de comunidades, havendo centenas publicacoes em revistas de alto impacto sobre
o assunto (Clauset et al., 2004; Newman, 2006). A outra formulagao, baseada na medida
de Onnela et al. (2005) foi mais bem sucedida quando o grafo particionado era completo,

assim como acontece com o modelo de maximizacao da soma das arestas intra-cluster.
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As principais contribuigoes desta Tese sao sumarizadas a seguir.

e A proposta de uma metaheuristica GRASP para o modelo de maximizacao da simi-
laridade intra-cluster, que apresentou um bom desempenho com relagao ao tempo de
processamento e a qualidade das solugoes encontradas. Esse trabalho foi publicado

e sua referéncia ¢ Nascimento et al. (2010b).

e A proposta de uma metaheuristica GRASP, agora para o modelo de maximizacao
da modularidade das parti¢oes. Esse trabalho também obteve bons resultados, no
entanto é computacionalmente custoso, principalmente em problemas nos quais o
grafo possui mais de 500 nés. Para esses problemas, encontrar a melhor solugao da
metaheuristica pode levar mais de 20 minutos, dependendo do tamanho do grafo.
Esse trabalho foi desenvolvido em estagio na Grécia, com a colaboragao do Prof Dr
Leonidas Pitsoulis, e resultou em um artigo que esta em fase de preparagao e que

serd submetido a um perioédico internacional.

e A proposta de uma formulacao matematica baseada nas medidas clustering coeffi-
cient para grafos com e sem pesos. Parte desse trabalho resultou em um artigo que
foi submetido a um periédico internacional. A proposta do modelo de maximizacao
do clustering coefficient baseado na medida introduzida por Barrat et al. (2004)
foi recentemente finalizada. Um artigo reportando os seus resultados esta sendo

elaborado para ser submetido a um periédico internacional.

Foram desenvolvidos trabalhos adicionais que nao utilizam metaheuristicas e, por-
tanto, sao parcialmente relacionados com o tema do doutorado, nao descritos nesta Tese

para deixé-la mais coesa. Esses trabalhos sao resumidos nos itens a seguir.

e A preparacao de um survey sobre algoritmos de agrupamento baseados em Teo-
ria Espectral em Grafos. Nesse trabalho, foram analisados algoritmos baseados em
relaxacao espectral de problemas de particionamento de grafos. Testes computaci-
onais com esses algoritmos foram realizados para verificar o seu comportamento. O

trabalho resultante dessa pesquisa foi submetido a um periédico internacional.

e Ainda relacionado ao tema de Teoria Espectral em Grafos, um algoritmo ensemble,
que combina particoes de agrupamento, foi desenvolvido e publicado em anais de

congresso (Nascimento et al., 2009).

e O estudo e desenvolvimento de uma heuristica Lagrangiana para o problema de
minimizagao das distancias entre os objetos e seus medodides, conhecido como o
problema de minimizagao dos k-medoides. Esse artigo foi submetido a um periédico

nacional.
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7.2 Pesquisas Futuras

Como pesquisas futuras, pretende-se melhorar o desempenho das metaheuristicas propos-
tas, tentando a sua adaptacao para algoritmos multi-niveis. Além disso, seré desenvolvida
a sua hibridizagao com algoritmos espectrais, que indicaram ter um custo computacional

baixo.

Como um objetivo mais teérico, almeja-se desenvolver um estudo formal da for-
mulagao proposta (a de maximizagdo da medida baseada no clustering coefficient) e do
modelo de maximizacao da modularidade das particoes. A medida de modularidade das
particoes ja vem sendo estudada e alguns de seus aspectos negativos ja foram reportados
(Porter et al., 2009). Deseja-se avaliar as formulagoes mateméaticas propostas nesta Tese,
que sao de maximizacao do clustering coefficient, de forma a tornar mais clara a natureza
das particoes e dos tipos de grupos por elas encontradas. Se possivel, procurar-se-a de-
senvolver um estudo sobre o modelo nao-linear de forma a encontrar solugoes 6timas para
problemas pequenos. Além disso, deseja-se definir suas limitagoes e vantagens, propondo

alternativas para contornar suas limitagoes, se existentes.



APENDICE

A

Grafos dos dados

A seguir, serd apresentada uma visualizagao grafica dos grafos dos k vizinhos mais proxi-
mos por meio da ferramenta Graphopt do pacote igraph do R-project. Com as bases de
dados descritas anteriormente, serd observado que o grafo dos k vizinhos mais proximos

pode ser bastante informativo para agrupamento em grafos.

O valor de k levado em consideragao é 15, ajustado por meio de testes preliminares, e
os grafos estao apresentados para cada uma das classificagoes. Os rétulos das classificagoes

reais do conjunto de dados estao denotados por cores diferentes.

Pode-se observar que o grafo dos k vizinhos mais proximos apresentou uma boa re-
presentagao para a maioria dos dados. Entretanto, em algumas bases como, por exemplo,

a Proteinas e a Yeast, ¢ dificil de identificar as suas parti¢goes por meio desses grafos.
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Ecoli, 8 classes

Lung, 4 classes

Novartis, 4 classes
Figura A.1: Grafos dos 15 vizinhos mais préximos de algumas bases de dados biologicas.
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Figura A.2: Grafos dos 15 vizinhos mais préoximos da base de dados MiRNA.
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Proteinas, 4 classes

Proteinas, 27 classes

Yeast, 10 classes

Figura A.3: Grafos dos 15 vizinhos mais proximos das bases de Proteinas e Yeast.
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Figura A.4: Grafos dos 15 vizinhos mais proximos de algumas bases de dados.
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Figura A.5: Grafos dos 15 vizinhos mais proximos de duas bases de dados.
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