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Introducéo a Teoria de Filas

A teoria de filas € uma importante area de aplicagao da teoria de
probabilidades, que estuda o fendmeno da formacéo de filas de
solicitantes de servigos, fornecidos por um determinado recurso.

As filas surgem porque a demanda de servico é maior que a
capacidade de atendimento do sistema.

A teoria de filas € utilizada para andlise e dimensionamento de redes
de comunicacgdes e sistemas computacionais.

Permite estimar importantes medidas de desempenho de um
sistema a partir de propriedades mensuraveis das filas.

Permite dimensionar um determinado sistema segundo a demanda
dos seus clientes, evitando desperdicios ou gargalos.

As filas apresentam comportamento estocastico. /
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Introducéo a Teoria de Filas

-

e Exemplos

Compartilhamento de tempo em computadores:
» Clientes: programas (processos)
« Servidores: CPU, disco, dispositivos de 1/O, barramento

Multiplexadores estatisticos baseados em pacotes:
« Clientes: pacotes (células)
o Servidores: Enlaces (links)
Comutadores por Circuito:
o Clientes: Chamadas
e Servidores: Canais
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Introducéo a Teoria de Filas
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e Exemplos

Redes de Multiplo Acesso (Ethernet LAN / Wireless LAN)
« Clientes: pacotes (frames)
» Servidores: Meio Fisico (fibra/par trangado/RF)
Servidores Web
« Clientes: requisicdes
e Servidor




Introducéo a Teoria de Filas

e Sistemas de fila em redes de comunicacoes:
Fila de pacotes aguardando por transmissao.
Fila de pacotes aguardando por roteamento/comutagao.
Fila de pacotes recebidos na placa de rede de um terminal.
Fila de chamadas telefénicas aguardando por linha em um PABX.
Fila de amostras de voz recebidas em um telefone IP.

- _/

Introducéo a Teoria de Filas

Componentes Basicos de um Sistema de Fila 2. Distribuicso do

Tempo de Servico
1. Processo de ’—‘p rie

s, Chegada
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Introducéo a Teoria de Filas

e Um sistema de filas (Q — Queuing System) é um sistema
composto por:

Uma ou mais filas (W — Waiting Line) onde sdo armazenados os
elementos que aguardam por atendimento.

Um ou mais servidores (S — Servers) que atendem os elementos.

Um processo de chegada, que define como os elementos chegam
ao sistema.

Um processo de atendimento, que define como os elementos sdo
atendidos pelo sistema.

\ O tamanho da populacdo que gera os elementos. /

Introducéo a Teoria de Filas

e Sistema de Filas com 1 Fila e varios Servidores
E Processo Processo
< Taxa média de chegada | de Chegada de Atendimento
Z. de elementos. Ex.: 5
= elementos/segundo. N .
£ Fila (W)
=2
= 0 L] 5
=
Qo = )
g Populagao
= \
<<
5 Elemento que chega
o a0 sistema.
jé
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Armazenamento

Elemento sendo

servido. Servidor
ocupado.

Taxa média de
atendimento de

| L Ex.: 7
Sistema de Fila (Q) = Fila (W) + Servidor (S) Sementos/sacndo.
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Introducéo a Teoria de Filas

e Meétricas de Desempenho: Ocupagao o médio de Elementos
nos Servidores

N© Médio de Elementos que Chegam ao Sistema E {s}

Fila (W)

Sy

E{x}=2
l_.

Populagdo

L ey
No© Médio de Elementos na Fila § @M

E{w} ‘

m

E{y}=p

N° Médio de Elementos no Sistema de Fila No Médio de
Elementos que
E {q} = E {W}+ E {S } Saem ao Sistema
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Introducéo a Teoria de Filas

S Tempo Médio
e Meétricas de Desempenho: Atraso depServigo

Efr )=
Y7,

Fila (W)
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Populagao

Tempo Médio de Armazenamen

E{,}

Ij?
- Tempo Médio no Sistema de Fila




Introducéo a Teoria de Filas

e A notacao de Kendall foi desenvolvida em 1951 para

descrever o comportamento de um sistema de fila em uma
Unica frase:

A/B/m/K/S/X

| Processo de Chegada |<J

L’| Disciplina de Servigo |

| Processo de Atendimento

Tamanho da Populagao |

| Numero de Servidores

N© Total de Elementos no Sistema |

- _/
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Introducéo a Teoria de Filas

e Notagdo de Kendall Expandida:

A/BIm/JIK/ISIX

| Processo de Chegada |<J J L—| Disciplina de Servigo |

| Processo de Atendimento

| Tamanho da Populagdo |

| NUmero de Servidores NO Total de Elementos no Sistema |

\ NUmero Maximo de Elementos na Fila /
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Processo de Chegada (A)

Descreve o processo que modela as chegadas de elementos
ao sistema.

Modelos classicos utilizados:
e M - Markoviano
« Intervalo de tempo entre chegadas € exponencial.

e D — Deterministico
o Intervalo de tempo entre chegadas é constante.
e G- Genérico
« Intervalo de tempo entre chegadas é tratado de forma

genérica, independente da distribuigéo.
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Introducéo a Teoria de Filas

Processo de Chegada (A)

Apresenta um comportamento estocastico.

Instantes de chegada: f},15,..., l‘j
Intervalo entre chegadas: Tj = tj — l‘j_1

E geralmente assumido que os intervalos entre chegadas formam
uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas (iid).

O processo de chegada mais comum é o processo de Poisson,
que significa que os intervalos entre chegadas séo iid e

exponencialmente distribuidos.
14




Introducéo a Teoria de Filas

e Processo de Atendimento (B)

Descreve o processo que modela o atendimento de elementos no
sistema.

Modelos classicos utilizados:
e M - Markoviano
o O tempo de servigo de um elemento é exponencial.
e D — Deterministico
o O tempo de servigo de um elemento é constante.
e G- Genérico

o O tempo de servigo de um elemento é tratado de forma
genérica, independente da distribuigao.

- _/
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Introducéo a Teoria de Filas

e Processo de Atendimento (B)

E comum assumir que os tempos de servico dos clientes também
sao variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas (iid).

e Atendimentos Simples / Lote
e Servigo Independente/Dependente do Estado
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Introducéo a Teoria de Filas

e Tamanho da Populacao (S)
Descreve o tamanho da populacdo que gera elementos para o
sistema. Tipicamente é considerada como infinito.

e Disciplina de Servico (X)

Os elementos que aguardam por servigo na fila podem ser
selecionados de acordo com uma regra chamada disciplina de
servico. Dentre as principais disciplinas estao:

e FCFS - First Come First Served (FIFO)
« Primeiro elemento que chega é o primeiro a ser atendido.

o LCFS — Last Come First Served (LIFO)
« Ultimo elemento que chega é o primeiro a ser atendido.

e SIRO - Service In a Random Order
o Elementos sao atendidos em ordem aleatéria.

e RR - Round Robin
\ o WRR - Weighted Round Robin /
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Processo Processo
de Chegada de Atendimento

Buffer Infinito

—~
Populagao
\ S K




Introducéo a Teoria de Filas

A/BImlJIKISIX
M /M /9/5/14/e/ FCFS

Processo

Buffer finito com no
de Chegada maximo 5 elementos.

Processo
de Atendimento
Markoviano

Markoviana
| A=M X=FCFS
N
\ S=00 Populacdo Infinita K=5+9=14
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Introducéo a Teoria de Filas

O tempo entre chegadas sucessivas é exponencialmente

distribuido (M)

Os tempos de servigo sdo exponencialmente distribuidos (M)

Existem trés servidores (3)

A fila possui um buffer para 20 clientes. Isso consiste de trés
lugares para clientes sendo servidos e 17 lugares para

clientes a espera de servigo (20)

Existem um total de 1500 clientes que podem ser servidos

(1500)

e Exemplo - M/M/3/20/1500/FCFS
1.

A disciplina de servico é FIFO (FCFS)

/
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Introducéo a Teoria de Filas

e Sistemas Simples de Filas: sdo em geral utilizados para
representar recursos compartilhados de rede.

e Redes de Filas: sdo geralmente utilizadas para representar
outros tipos de redes.
Redes de Processos
Redes de Comutagao

- _/
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e Fontes de Atraso na Rede
Atraso de Processamento
e Assuma que a velocidade de processamento ndo € uma restrigao.
Atraso de Filas
e Tempo de espera no buffer para transmissao.
Atraso de Transmissao
Atraso de Propagacéo
e Tempo gasto no enlace — transmissao do sinal elétrico.
» Independente do trafego transportado pelo enlace.

roo de Estudo: Filas + Atraso de Transmiss&o /
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Introducéo a Teoria de Filas

Centro de Servigo |
o pme o |C

O

i
%o
O

—o- SN

Multiservidor Servidor Paralelo Centro de atraso ou:
Servidor infinito

23

Distribuicoes de Probabilidade

e Deterministica (D)

Implica que os tempos entre as chegadas ou de servigo
sdo constantes.

Nao ha variancia estatistica.

ser aleatéria, caso contrario o sistema de filas tera baixa
aplicabilidade no mundo real.

Pelo menos uma das distribuicdes (chegada ou servigo) precisa

_/
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Distribuicoes de Probabilidade

e Exponencial (M)

Para Chegadas (A): o intervalo entre uma chegada e a proxima é
completamente independente do periodo anterior.

Para Tempos de Servigo (B): o tempo de servigo atual é
independente do tempo de servigo anterior.

Esses processos sdo ditos “sem memoria”, pois seus intervalos
nao estdo correlacionados no tempo. Portanto, podem ser
caracterizados por uma distribuigdo exponencial.

- _/
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Distribuicao Exponencial

e Uma V.A. continua X segue a distribuicao exponencial com
parametro |, se a sua funcdo densidade de probabilidade é:

ae”™ x20
0 x<0
» Fungéo Distribuicdo (Acumulada) de Probabilidade:

l—e® x20
FX(x)zP{XSx}z{ 0 <0

# Demonstragao:

\FX (x)=J.0xa'e_“ydy Ie” du = e" Ie’” dx=§/
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Distribuicao Exponencial

e Média e Variancia:

E[x]=1 o =Var[X]=—
a a

> Demonstragao:
E[X]=J.xfx(x)dx=J‘ xae “Fdx=
0 0 1

+I e dx=—
0 0 a

—ax

=—Xxe

E[Xz]: I:xz aedx=—xe""

Y 2 2
. +2J‘0 xe dx:ZE[X]:a—2

\ Var|x = E[x?]- (E[x ]} =a—22—%=% /
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Distribuicao Exponencial

e Integracdo:

je”" dx=—
a
n _ax
x"e n _
J.x" -e™ dx = - J.x" Ve dx
a a
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Propriedade da Auséncia de Memoria

e A historia passada nao influencia no futuro:
P{X >x+tl1 X >t}=P{X >x}

> Prova:

P{X >x+t1X >1)= P{X>x+t,X >t}= P{X >x+1t}
P{X >t} P{X >t}

e*ﬂ(xﬂ)

= g =" =P{X >x}

e Adistribuicdo exponencial € a Unica distribuigdo continua com a
propriedade da auséncia de memoria. /
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Distribuicoes de Probabilidade

e Uniforme (U)

Os tempos de chegada estao limitados por algum valor finito
(a<x<bh)

A probabilidade de X assumir qualquer dos valores do intervalo é a
mesma > Média = (a + b)/2

e Arbitraria ou Geral (G)

Nao é especificada uma distribuicdo de probabilidade para os
tempos de chegada e servigo.

Resultados séo validos para todas as distribuicoes.

- _/
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Processos Estocasticos

e Os processos estocasticos sao fungdes ou seqiiéncias aleatorias
dependentes do tempo.

e Exemplos:
n(t) — Numero de processos rodando na CPU de um computador.
w(t) — Tempo de espera em uma fila.

e Os processos estocasticos sao Uteis para representar o estado
de sistemas com filas.

. /
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Tipos de Processos Estocasticos

1. Processos de Estados Discretos e Estados Continuos:

e Discreto: Se o nimero de valores de estado possiveis é finito ou
contavel. Estes processos também sdo chamado de cadeia
estocastica. Exemplo: O nimero de processos, n(t), em uma CPU
pode apenas assumir valores discretos 0,1,2,...

Continuo: O estados podem assumir qualquer valor real.
Exemplo: O tempo de espera na fila, w(t)

2. Processos de Markov: Se os estados futuros de um processo
sao independentes do passado e dependem exclusivamente do
estado atual. Isso torna o processo mais facil de ser analisado pois
nao é necessario relembrar toda a trajetéria passada.

Um processo de Markov de estados discretos é chamado de
\ Cadeia de Markov J
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Processo de Trafego Telefonico

ocupagao canal-por-canal r Tempo de duragdo da chamada

6
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o1 |
x 1
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Processo de Trafego de Dados

Estado dos Pacotes no Sistema (em espera ou sendo transmitidos)
r tempo de espera
I
: A
L— tempo de transmissio
I
T v ; 3 v f
o Pl 1 1t tempo
3 ir ' de chegdda dos!pacote: b '
3 P ' o Numero de Pacotes
S E a 1 1 | ' o ' no Sistema
o 1 I I . :
[} 23 i i : |
kel % 2 : | ' !
< |
o 2 1 _I ........... . ]
\g 0
P4 | : tempo
Utilizagao do Enlace
1
|
0
tempo
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Tipos de Processos Estocasticos

3. Processos de Nascimento e Morte: processos de Markov de
estados discretos em que as transigbes entre estados estao restritas
a estados vizinhos.
Exemplo: Numero de processos em um servidor Unico com chegadas

individuais.
] =hl=

4. Processos de Poisson: Se os intervalos entre chegadas for iid e
exponencialmente distribuido, o nimero de chegadas, n, em um
dado intervalo (f,t+x) terd uma distribuicao de Poisson. O processo
de chegadas é chamado de Processo de Poisson.

As chegadas séo “sem memoria”, pois o tempo entre as chegadas é

iid e exponencialmente distribuido.
Exemplo Trafego de Video MPEG

35

Tipos de Processos Estocasticos

e Relagao entre Processos Aleatérios

Processos
de Markov

Processos de
Nascimento e Morte

36
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Distribuicao de Poisson

e Uma V.A. discreta X segue a distribuigdo de Poisson com parametro A
se a sua fungéo densidade de probabilidade for:

k
P{X =k}=e"1%, k=0,1,2,...

e Meédia e Variancia
E[X]=4, Var(X)=1
e Ampla aplicabilidade na modelagem do nimero de eventos aleatérios

que ocorrem durante um dado intervalo de tempo — O Processo de
Poisson:

Clientes que chegam num posto de servigo durante um dia.

Chamadas telefénicas recebidas por engano durante uma semana.
\ Pacotes que chegam a um roteador da rede. /
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Aproximacao de Poisson por Binomial

e Distribuicdo Binomial com parametros (n,p)

P{X =k}:(ij"<l—p)""‘

e Como n—o e p—0, com np=4 moderado, a distribuigdo binomial
converge para Poisson com parametro A

- _/
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Soma de Variaveis Aleatérias de Poisson

X;,i=1,2, ..., n,s80 variaveis aleatérias independentes

X, segue a distribuicao de Poisson com parametro 7»,-

Soma parcial definida como:

S, =X, +X,+.+X,

¥

S, segue a distribuicio de Poisson com parametro A

A=+ +..+4,

- _/
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Propriedades dos Fluxos de Poisson

e Superposicao de Fluxos

k 7»1\

A, ———— A
M
e A superposicdo de fluxos de Poisson d4 como resultado um novo

fluxo de Poisson cuja taxa de chegada é o somatério das taxas dos
fluxos originais.

- _/
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Amostrando uma V.A. de Poisson

e Considere um processo de Poisson, X, com taxa média A

e Se o processo (fluxo) X for dividido em n sub-processos, onde a
probabilidade do fluxo seguir o i-ésimo sub-fluxo ép, i=1,2,...,n

pi+p,+..+p,=1

e X, denota o nimero de chegadas do tipo i
* X, X,,..X, sdo independentes

% X.segue a distribuicdo de Poisson com taxa média A=A p,

- _/
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Propriedades dos Fluxos de Poisson

e Divisdo de Fluxos
/ P17”
A \ sz

P

e Se um fluxo de Poisson for dividido em n sub-fluxos com
probabilidade p;de um usudrio seguir o sub-fluxo i/, entdo cada
sub-fluxo é também um fluxo de Poisson com taxa média p;A

- _/
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Propriedades dos Fluxos de Poisson

e Se as chegadas a uma fila com um servidor Unico e tempo de
servigo exponencial forem Poisson com taxa média A, entéo
as partidas também serdo Poisson, com a mesma taxa A
(desde que A < u)

IO

® ) < u: condigdo de equilibrio do sistema

- _/
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Propriedades dos Fluxos de Poisson

e Se as chegadas a uma fila com m servidores e tempos de
servigo exponenciais forem Poisson com taxa média A, entao as
partidas também serdo Poisson, com a mesma taxa A
(desde que A < X ;)

44
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Processo de Poisson

o {A(1): t=0} Processo de Contagem

A(t) € o numero de eventos (chegadas) que ocorreram desde
instante 0 — quando A(0)=0 — até o instante t.

A(t)-A(s) nimero de chegadas no intervalo (s, t].
e O numero de chegadas em intervalos disjuntos é independente.
e Numero de chegadas em qualquer intervalo (i, t+t] de tamanho T.
Depende apenas do tamanho 7.

Segue a distribuicdo de Poisson com parametro AT.

P{A(t+7)—A(t) =n} = e‘“(’i—?n, n=0,1,..

k Ndmero médio de chegadas AT; A ¢ a taxa de chegada. J
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Intervalo Entre Chegadas

e Os intervalos entre chegadas para um processo de Poisson sdo
independentes e seguem a distribuicdo exponencial com parametro A

» {:tempo da n-ésima chegada;

t,: n-ésimo intervalo de chegada

® =t

P{r,<s}=1-¢", 520

Prova:
e Fungéo distribuicao de probabilidade
P{r,<s}=1-P{z,>s}=1-P{A(t, +5)— A(t,) =0} =1-¢*

e A independéncia vem da independéncia do nimero de chegadas emJ

Qtervalos disjuntos
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