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Diagrama de Transi¢cao de Estados
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e Quando o sistema est& no estado ‘n’, significa que ele possui
‘n’tarefas
o Taxa de novas chegadas: A,
e Taxa de servico/atendimento: p,

e Assume-se que tanto os intervalos entre as chegadas quanto os
tempos de servico séo exponencialmente distribuidos.
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Sistema com Fila Unica

nsi¢cao de Estados

e O modelo de filas mais simples contém apenas uma fila.

e Pode ser usado para analisar recursos individuais em sistemas de
computagéo e redes de comunicagdes.

e Muitos tipos de filas podem ser modeladas como processos aleatérios
de nascimento e morte.
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e Existem duas possibilidades:

e 1-Ataxa de chegada é maior que a taxa de saida (atendimento)
Neste caso o nimero de mensagens no sistema cresce sem limite.

e 2— Ataxa de chegada é menor que a taxa de saida (atendimento)
O nimero de mensagens no sistema varia (aumentando/diminuindo)
e eventualmente retornando ao estado zero.
(pelo menos por curtos periodos de tempo)

e Portanto, em um intervalo longo de tempo, o nimero de transigdes do
estado n para n+1 deve ser igual ao nimero de transi¢des do estado
n+1 para o estado n. (Sistema em Equilibrio)

e A probabilidade do sistema estar num dado estado ¢ a fragdo do tempo

ktotal gasto naquele estado. /
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Processos de Nascimento e Morte

e Um processo de nascimento e morte é Util para modelar sistemas nos
quais as tarefas (clientes) chegam um de cada vez (e ndo em lotes).

e O estado do sistema pode ser representado pelo nimero de
tarefas, n, no sistema.

e A chegada de uma nova tarefa (nascimento) leva o sistema para o
estado n+1.

e Afinalizagao de uma tarefa (morte) leva o sistema para o estado n-1.
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Probabilidade de Estados

e Teorema

A probabilidade em regime permanente, p,, de que um processo de
nascimento e morte esteja no estado n é dada por:

A A

X Dys n=L12,... 00
iyl

A probabilidade p, é a probabilidade de que o sistema se encontre
no estado zero (vazio).

- /




Prova do Teorema

e Suponha que o sistema se encontre no estado j no instante ¢.

e Seja Ato préximo intervalo de tempo, com duragao muito curta, de
modo que nédo haja dois eventos no mesmo intervalo.

e No préximo intervalo de tempo, o sistema pode transitar para o estado
j—1o0uj+1com as seguintes probabilidades:

P{n(t+At)= j+1ln(t) = j} = probabilidade de uma chegada em Az

=A,At
P{n(t+At)= j—1ln(t) = j} =probabilidade de uma partida em Az
= A
P{n(t+At) = jln(t) = j} = probabilidade de permanecer em j
k =1-A,At—pu At /
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Prova do Teorema

e Substituindo estes valores na j-ésima equagéo, obtemos:

Ozl/'flpjfl _(ﬂj +/1/-)P/- Tl Py

U+ A, A .
pj+l=[ . /]Pj—#Pj_l, j=123,...

M

J+l

%
p=—"PD
| 4, o

e A solucao para este conjunto de equagbes é a seguinte:

nl 4.
Ak, A

P o ,
k Wty T M /
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Prova do Teorema

Probabilidade do Estado Zero

e Denominando de p,(t) a probabilidade de estar no estado j no
instante , podemos escrever o seguinte conjunto de equagdes
lineares:

Dot +At) = (1= A A) py (1) + 1At p,(t)
Pt +A0) = A At py(t) +(1— At = AAD p (1) + (LA p, (1)
py(t+A1) = AAt p (1) + (- At — LA p, () + (At p, (1)

p;t+AD= A, At p, (O + (A= p,At=AADp (O + p;,AL p (1)
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o O teorema permite determinar a probabilidade de equilibrio p, em
termos de p,. Usando a condi¢éo adicional de que a soma de todas as
probabilidades deve ser 1, obtemos:

Po

1
1+ H::) [/1/' / /‘iﬂ]

e A partir dessas probabilidades de estado, podemos calcular muitas
outras medidas de desempenho, para diferentes tipos de sistemas
de filas.

e Exemplo: M/M/1, M/M/m, M/M/m/K

v
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Prova do Teorema

e A j-ésima equagao pode ser escrita da seguinte forma:

. pit+A)—p (1)
lim =S = Ay (0=t + A, (0% s P10
dp;t)

a7

PO =+ )P0+ oy P ()

e Emregime permanente, p,(t) aproxima-se de um valor constante pj, isto é:

. . dp;(0)
}}Lr{]pj(t)—pj e lim—"—=0

k 40 dt /

Modelos de Trafego

e Modelos Classicos para Rede Telefénica
Modelos de Perda

e Modelos Classicos para Rede de Dados
Modelos de Filas
Trafego consiste de pacotes transmitidos no enlace
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Modelo Simplificado de Trafego

U clientes/s

A clientes/s

?

1/ A = tempo médio entre chegadas

k 1/ 1t = tempo médio de servigo /
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Modelo de Sistema com Atrasos Puros

M clientes/s

A clientes/s
|

o

Modelo de Sistema com Perdas Puras

M clientes/s

m=0 1

A clientes/s

?
- /
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Modelo de Sistema Misto

U clientes/s

A clientes/s
|

Il

o

Processo de Trafego Telefénico

ocupagéo canal-por-canal r Tempo de duragéo da chamada

Canais
Mo s

tempo
instantes de chegada das chamadas

chamada blogueada

@
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3 volume de trafego tempo

Sistema Sem Perdas

e Nenhum cliente é perdido, nem precisa esperar para ser atendido

M clientes/s

m=0 1

A clientes/s

[E—
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Férmula de Little

e Considere um sistema onde:

Novos clientes chegam na taxa /1 clientes/s

e Condicao de Estabilidade:
Os clientes ndo se acumulam no sistema
Ocasionalmente o sistema esta vazio

e Consequéncia:
Os clientes deixam o sistema na taxa /1

N =ntimero médio de cliente no sistema
T =tempo médio do cliente no sistema

k N=AT
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Modelo de Fila M/M/1

e Portanto:

P, =pP"DPy, n=12,... 00
e Como a soma das probabilidades deve ser igual 1, obtemos:
1
=TT T o = I-p
I+p+p 4+ +p

e Esta soma infinita € a soma de uma série geométrica, que s6
converge se A/ <1 (sistema em equilibrio).

Po

e Substituindo na expresséo para p,, obtemos:

P, =0=p)p", n=012,... 00

kA probabilidade p, tem distribuicdo geométrica. /

22

Modelo de Fila M/M/1

Propriedades da Fila M/M/1

o Utilizacao do Servidor: probabilidade de haver um ou mais
clientes no sistema.

U=l-p,=p
o Numero Médio de Clientes no Sistema:
S S a_ P P
Eln]=) np,=) n(l-p)p" =—— N=——
; n=0 1-p 1-p

e Variancia do Namero de Clientes no Sistema:

Varln] = E[n*]- (E[n])’ :(inz(l—p)p"]—w[npz =—F
n=0

(1#)2
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Modelo de Fila M/M/1

i n i n i n i

A=A
U, = U,
e Utilizando o teorema obtemos:
n
A
D, =|—1| Py n=12,...,0
u
k p= intensidade de trafego / utilizacéo

n=0,12,...,00

n=12,...,0

e Modelada como um processo de nascimento e morte, onde:

v
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Progressao Geométrica

2 r
r+2-r 4. = 1—r)2
Eln=(-p) Y np" =(-p) L
\ )
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Propriedades da Fila M/M/1

Propriedades da Fila M/M/1

e Probabilidade de se ter n ou mais clientes no sistema:
P(=n jobs nosistema) = ij = Z(l—p)p/ =p"
j=n J=n

e O Tempo Médio de Resposta (Tempo no Sistema) pode ser
calculado usando a Lei de Little:

E(n]=AE[r] N=41- Tyistema

E[r]=M=(LJi_V_/‘_ 1 Tservigo

A 1-p ﬁ._l—p_,u—ﬁ.: 1-p

1
k Tsistema = S : Tservigo /
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e A funcao distribuicdo de probabilidade acumulada (cdf) do tempo de
espera é dada por:

F(W) — l_pe*Wﬂ(lfﬂ)
e g-percentil do tempo de espera:
v, = 1 h{ 100p j
u(-p) \100-¢

e Esta formula se aplica apenas se g for maior do que 100(1-p)

e Todos os postos percentis mais baixos séo zero.

/
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Propriedades da Fila M/M/1

Propriedades da Fila M/M/1

o Tempo Médio de Resposta (Tempo Médio no Sistema)
E[n)= A E[r] N:/l'Tsistema
1

Tsistema = P 'Tservigo Tsistema = Tsewi;o +Tespera

1

o Tempo Médio de Espera (Tempo Médio na Fila)

T, P T
P

espera = 1 servigo

- v
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o Numero Médio de Clientes na Fila:

“b

E[nq] = A'Tespem = -

RS

e O servidor é dito ocioso quando nao houver nenhuma tarefa no
sistema. Em todos os demais momentos ele ¢ dito ocupado.

e Ointervalo de tempo entre dois intervalos ociosos sucessivos é
denominado de periodo ocupado.

- v
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Propriedades da Fila M/M/1

e A fungao distribuigcdo de probabilidade acumulada (cdf)
do tempo de resposta é dada por:

F(a)=P(x<a) = F@)=1-e ™"
e O tempo de resposta é distribuido exponencialmente.

e g-percentil do tempo de resposta:

l_e—rqu(l—p) _ 4

1 { 100 )
r,=———In| ——
100 u(l-p) (100-¢g /
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e Mensagens chegam de maneira independente a um sistema, numa taxa
de 10 mensagens/minuto. Os tamanhos das mensagens sao
exponencialmente distribuidas com média de 3600 caracteres. Estas
mensagens sao transmitidas num canal com taxa de 9600bps.

Qual é o tempo médio de servigo ?

Qual a taxa de chegada em mensagens/s ?

Qual é a taxa de servigo ?

Qual a utilizagao do servidor ?

Qual a probabilidade de haver duas mensagens no sistema ?
Qual o nimero médio de mensagens na fila ?

Qual o nimero médio de mensagens no sistema ?

Qual o tempo médio de espera ?

k Qual o tempo médio no sistema ? /
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Modelo Cléssico para Trafego de Dados

e 1 Servidor + Buffer Infinito

o Cliente = Pacote
Taxa de de
L=T médio dos p de dados)

e Servidor = Enlace

C= do enlace de dados/tempo)

e Tempo de Servigo = Tempo de Transmissao dos Pacotes

A pacotes/s t]jni]m Yu=1L/C
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e Considere um enlace entre dois roteadores. Assuma que:
Na média, 10 novos pacotes chegam em um segundo
O tamanho médio dos pacotes é 400 bytes
A velocidade do enlace é de 64kbps

_ ﬂ _10-400-8

= =0,5=50%
C 64000

e Se a velocidade do enlace for aumentada para 128kbps:

_AL_104008 )5 —25%

\ P = T 128000 /
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Processo de Trafego de Dados

Estado dos Pacotes no Sistema (em espera ou sendo transmitidos)
§ tempo de espera

I\
L iempo de

instantes de chegdda

Namero de Pacotes
no Sistema

tempo

EYNEVAY

Numero de pacotes
no sistema

Utilizagéo do Enlace

tempo

tempo

Teoria de Filas

o Notagéo:
NS = Numero médio de pacotes no sistema
NF = Nimero médio de pacotes na fila
TS = Tempo no sistema
TF = Tempo na fila
TA = Tempo de atendimento

e Teorema de Little - Aplicando o teorema obtemos as seguintes
relagdes:

\ E[NS]= A-E[TS]

E[NF]=A-E[TF]
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Carga de Trafego

e Redes de Dados Comutada por Pacotes

Trafego = Pacotes
Taxa de Chegada = 4

Taxa de Servigo = :%

Carga de Trifego = p = 4 = AL
u C

e A carga de trafego é adimensional

.
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Modelo de Fila M/M/1

e Probabilidade de existirem n pacotes no sistema:

A e

2 Py
e Numero de pacotes na fila: NF = ———=——
ulu-2) 1-p
. ) ) A P
o Numero de pacotes no sistema: NS = E[n] =z __F
u-1 l-p
&Nﬂmero de pacotes sendo atendidos: NS = NF + NA /
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Modelo de Fila M/M/1

e Tempo Médio na Fila:

7oA P
espera /J(/l—/i) 1-p

e Tempo Médio no Sistema:

T,

servigo

1 1

Tsistema = m = E : Tservigo NS=A-TS

e Tempo de Atendimento:

k Tsistema = espera +Tservigo

Tservigo = 1/ H /
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e Resolugao:

Para 100 pacotes/s com tamanho médio de pacote de 1000 bytes,
teremos uma taxa de 100*1000*8=800kbps

TS =TF +TA TF =0,032
E[NFl=A-E[TF] NF=32
Utilizando as equagdes do modelo M/M/1, se o buffer for

dimensionado para 3200 bytes, as probabilidades de se ter
0, 1, 2 e 3 pacotes no sistema é dada por:

P=02 P,=0128

P, =016 P,=0,1024 /
40

e Considere uma interface de um roteador recebendo uma média

de 100 pacotes/s. O tamanho médio dos pacotes é 1000 bytes.
Os pacotes séo transmitidos (roteados) para o enlace na taxa de
1Mbps. Considerando que o intervalo entre chegadas e o
tamanho dos pacotes podem ser modelados utilizando a
distribuicdo exponencial (M/M/1).

e Determine:

O tempo médio de atraso dos pacotes devido a fila no roteador e o
tempo médio entre a recepgdo do pacote e a sua transmissao.

O nimero médio de pacotes no buffer.
Se o buffer for dimensionado para suportar o nimero médio de

k pacotes, qual sera a probabilidade de perda de pacotes ? /
38

e Resolugao:

A probabilidade de haver mais que 3 pacotes no sistema
(probabilidade de perda) é calculada como:

P_,=1-(P,+ P +P,+P)=04096

n>!

A probabilidade de descarte é de 41%

e
2\

e Resolugao:

Para 100 pacotes/s com tamanho médio de pacote de 1000bytes,
teremos uma taxa de chegada de 100*1000*8=800kbps

O tempo de atendimento médio (TA) sera 8000bits/1Mbps=8ms

1 L C
TA=—=—=28ms =—=125
C H L
Utilizando as equagdes do modelo M/M/1:
p:i:@:(),g NS—_ A P _y
uo 125 u-1 1-p
NS=A-TS

k TS =0,04 /
39

e Exercicio 2 - Um concentrador recebe mensagens de um grupo de
terminais e transmite através de uma unica linha de transmissao.
O sistema é modelado como uma fila M/M/1. O tempo médio entre
chegadas das mensagens é de 4ms. O tempo médio de transmissao
é de 3ms. Determine:

NUmero médio de mensagens no sistema e o atraso total

Qual aumento percentual na taxa de chegada resulta em dobrar o
atraso médio total

A _ P
-1 1-

NS = E[n]

P
TS =—— =1

k =1 NS =A1-TS /
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e Resolugéo:

A =250 pacotes/s

TA = ; =3ms M =333,33 pacotes/s
ﬂ imero médi
p=—=0,75 NS = P =3 p':gotZsonoes?s?e(:a
# 1-p

TS = NS =12ms Tempo médio dos
A pacotes no sistema

o

s\

e Resolugdo:

A =125 pacotes/s

TA= ; =2ms M =500 pacotes/s
p=t-02s  Ns=—Lo-033 Mnne
# I-p
NS

TS == =2 6ms Tempo médio dos
A i pacotes no gateway

k‘ P{n>13}= p" =3,72-10"° = 4 pacotes/bilhdo de pacotes ‘/
46

e Resolugdo:

A =290 pacotes/s

TA = ; =3ms M =333,33 pacotes/s
A (imero médi
p=—=087 NS = L =6,7 p’\;gm:sonoz(ijs?e(rjnea
# I-p
NS

TS == = 23ms Tempo médio dos
Y pacotes no sistema

k ‘ 16% de aumento na taxa de chegada

£\

e Resolugéo:
e Para limitar a probabilidade de perda (descarte) para um valor < 107

P =10
n=log,(10°)=1og(10°)/10g()
n>1log(10)/10g(0,25)=9.96

e
&\

o Num gateway da rede, medidas mostram que os pacotes chegam numa
taxa média de 125 pacotes/s e o gateway leva em média 2ms para
encaminhar um pacote. Utilizando um modelo de fila M/M/1, analise o
gateway.

a) Qual a probabilidade de estouro do buffer se o gateway possui um
buffer para apenas 13 pacotes ?

b) Qual a capacidade do buffer para manter a taxa de perda de
pacotes inferior a 1E-6 ?

b ~

e Exercicio 4 - As requisicdes chegam a um servidor web a uma taxa de
30 requisicoes/s. Cada requisigdo gasta em média 0,02 segundos para
ser processada. Determine:

Qual a fragdo de tempo em que k (k=0, 1, ... ) requisicdes se encontram
no servidor web ?

Qual o nimero médio de requisi¢cbes no servidor ?
Qual o tempo médio de resposta no servidor ?

Qual seria o0 tempo médio de resposta se o servidor fosse substituido
por outro duas vezes mais rapido ?

Qual seria o tempo de resposta se a taxa de chegada dobrasse quando
o servidor fosse duas vezes mais rapido ?
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Multiplexagdo TDM/FDM
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Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

e 1— Parametros

A = Taxa de chegada em tarefas por unidade de tempo
M = Taxa de servico em tarefas por unidade de tempo

e 2-Intensidade de Trafego: P = /1/,11

e 3-Condigao de Estabilidade: 0 <1

® 4 - Probabilidade de zero tarefas no sistema: p, =1-p

e 5— Probabilidade de n tarefas no sistema:
p,=(=p)-p" n=0L...,00

e 6—Numero médio de tarefas no sistema: E[n] = p/(l— p)

&7 — Variancia do nimero de tarefas no sistema: Var[n] = p/(j

52
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Técnicas de Multiplexagao

Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

e Comparagdo: A multiplexagdo estatistica possui menor atraso médio, mas
maior variancia de atraso. A multiplexagéo estatistica elimina a
necessidade de identificar o fluxo de trafego associado com cada pacote.

1 1 m

e 8- Probabilidade de k tarefas na fila:

)l 1A
P("q _k)_{(l_p)pkﬂ

k=0
k>0

Multiplexagao
k Estatistica

TSy, =—— 78, == T.
S u-1 Stom wm—Am - ) =m-TSg,
ujm
Am — Am—""] O~
A/m —j(} Am —{ O
AMm —

Afm _’:D_‘ /

TDM/FDM
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N - - _ 2
o 9— Numero médio de tarefas na fila: E[nq]—p /(1
e 10 — Variancia do nimero de tarefas na fila:
2
varl,|= p*(1+ - p*)/(1- p)
e 11— Fungao distribuigdo acumulada do tempo de resposta:
F(r) == H-p)

&12 — Tempo médio de resposta: E[r] = (1/u)/(1- p) /
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Simulagao de Fila M/M/1

e Utilizar simulador NS-2 (filamm1.tcl)

distribuicao exponencial

servigo (tamanho médio dos pacotes)

(coluna 1)

-

e Esbocar o cenério de simulacéo (nés+enlaces)

e O intervalo entre chegadas e o tempo de servigo seguem
o |dentificar o tempo médio entre chegadas e o tempo médio de
e Calcular analiticamente o nimero médio de pacotes na fila

e Utilizando os resultados de simulagao, tragar o gréfico de
comportamento do tamanho do buffer (coluna 5) versus tempo

/
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Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

e 13— Variancia do tempo de resposta:

Y

Var[r] =

(1-p)

e 14 — g-Percentil do tempo de resposta:

PR S U =E[r]'In 100
“ ull-p) 100—¢ 100—¢

e 15— 90-Percentil do tempo de resposta: 7, = E[r]

e 16 — Fungao distribuigdo acumulada do tempo de espera:

k F(w)=1-pe =) /
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Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

o

17 — Tempo médio de espera:
Elwl=p L2
wl=p
l-p
18 — Variancia do tempo de espera:

varlw]= 2~ p)p/Ju*(1- o}

19 — g-Percentil do tempo de espera:
max O,Mln[loo;;/(loo—q)]

20 — 90-Percentil do tempo de resespera:

max[O,%ln[lOp])

v
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Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

I
kZG - Variancia do periodo ocupado: 1/[/12 (1-p) J—l I,le (1 ﬁj

21 — Probabilidade de encontrar n ou mais tarefas no sistema: p"

22 — Probabilidade de termos n tarefas em servico num periodo

ocupado: 1 (Zn _ 2) P!
nl n-1)@1+p)""
23 — Numero médio de tarefas servidas num periodo ocupado:
1/(-p)
24 — Variancia do nimero de tarefas servidas em um periodo
ocupado: p(1+p)/(1-p)

25 — Duragéo média do periodo ocupado: 1/[/,[(1 —p)
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