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Sistema com Fila Unica

e O modelo de filas mais simples contém apenas uma fila.

e Pode ser usado para analisar recursos individuais em sistemas de
computacéo e redes de comunicagoes.

de nascimento e morte.

-

e Muitos tipos de filas podem ser modeladas como processos aleatérios
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Processos de Nascimento e Morte

e Um processo de nascimento e morte € Util para modelar sistemas nos
quais as tarefas (clientes) chegam um de cada vez (e nao em lotes).

e O estado do sistema pode ser representado pelo nimero de
tarefas, n, no sistema.

e A chegada de uma nova tarefa (nascimento) leva o sistema para o
estado n+1.

e A finalizagdo de uma tarefa (morte) leva o sistema para o estado n-1.
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Diagrama de Transicao de Estados
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e Quando o sistema esta no estado ‘n’, significa que ele possui
‘n’tarefas
e Taxa de novas chegadas: A,

e Taxa de servigo/atendimento: p,

e Assume-se que tanto os intervalos entre as chegadas quanto os
tempos de servigo sdo exponencialmente distribuidos.
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Diagrama de Transicao de Estados

e Existem duas possibilidades:

1 - A taxa de chegada é maior que a taxa de saida (atendimento)
Neste caso o nUmero de mensagens no sistema cresce sem limite.

e 2 — Ataxa de chegada é menor que a taxa de saida (atendimento)
O numero de mensagens no sistema varia (aumentando/diminuindo)
e eventualmente retornando ao estado zero.
(pelo menos por curtos periodos de tempo)

Portanto, em um intervalo longo de tempo, o nimero de transigées do
estado n para n+1 deve ser igual ao nimero de transigdes do estado
n+1 para o estado n. (Sistema em Equilibrio)

e A probabilidade do sistema estar num dado estado é a fragao do tempo

&otal gasto naquele estado.

Probabilidade de Estados

e Teorema

A probabilidade em regime permanente, p,,, de que um processo de
nascimento e morte esteja no estado n é dada por:

_AA A
HH, -l

P, Dy, h=12,...,00

A probabilidade p, é a probabilidade de que o sistema se encontre
no estado zero (vazio).
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Prova do Teorema

e Suponha que o sistema se encontre no estado j no instante ¢.

e Seja Ato proximo intervalo de tempo, com duragao muito curta, de
modo que ndo haja dois eventos no mesmo intervalo.

e No proximo intervalo de tempo, o sistema pode transitar para o estado
J—1o0uj+1com as seguintes probabilidades:

P{n(t+At) = j+1In(t) = j} =probabilidade de uma chegada em At
= A,At

P{n(t+At) = j—11n(t) = j} =probabilidade de uma partida em At
= M;At

P{n(t+Ar) = jIn(t) = j} = probabilidade de permanecerem j
\ =1—ﬂjAt—ﬂjAt J
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Prova do Teorema

e Denominando de p;(t) a probabilidade de estar no estado jno
instante ¢, podemos escrever o0 seguinte conjunto de equagdes
lineares:

Po(t+At) = (1= AAt) py (1) + 1At p,(2)
p(t+At) = A At py(t)+(1— 1, At — A A1) p, (1) + 1, At p, (1)
p,(t+At) = AAt p,(t) + (1= w1, At — L, At) p, (t) + f,At p,(2)

p,t+A)=A,_ At p, () +(1-w,At=A,A)p () + ;A p,, (1)
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Prova do Teorema

e A j-ésima equagao pode ser escrita da seguinte forma:

. p;t+An)—p; (t)
lim
At—0 At
dp;,@® _
dt

A=+ ) p, O+, Py (D)

Aap =+ A)p;O)+ i, py@)

e Em regime permanente, p;(t) aproxima-se de um valor constante p, isto é:

. ' im 25
\ At—0 At—0 dt /

Prova do Teorema

e Substituindo estes valores na j-ésima equagao, obtemos:

O=/1j_1pj_1 —(.Uj +/1j)pj tHin Pin

n o+ A .
pj+1:( ’ ]Jpj_ ]lpj_l, ]=1,2,3,...

Hi

1
b= & Py
A

e A solucdo para este conjunto de equagdes é a seguinte:

n—1 ﬂ
pn ﬂ{)ﬂj p H_ n:1,2,... [ec]

\ ﬂlﬂZ ﬂn Jj=0 ﬂ]+l ’ /
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Probabilidade do Estado Zero

e O teorema permite determinar a probabilidade de equilibrio p, em
termos de p,. Usando a condi¢éo adicional de que a soma de todas as
probabilidades deve ser 1, obtemos:

Po

1
DI § i CRO7

e A partir dessas probabilidades de estado, podemos calcular muitas
outras medidas de desempenho, para diferentes tipos de sistemas
de filas.

e Exemplo: M/M/1, M/M/m, M/M/m/K

- _/
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Modelos de Trafego

e Modelos Classicos para Rede Telefonica
Modelos de Perda

e Modelos Classicos para Rede de Dados
Modelos de Filas
Trafego consiste de pacotes transmitidos no enlace

- _/
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Modelo Simplificado de Trafego

U clientes/s

A clientes/s

?

1/ A = tempo médio entre chegadas

n

1/ 1t = tempo médio de servigo /

13

Modelo de Sistema com Perdas Puras

M clientes/s

m=0

A clientes/s

?

-




Processo de Trafego Telefonico

ocupagéao canal-por-canal

r Tempo de duragdo da chamada

6
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Modelo de Sistema com Atrasos Puros

M clientes/s

A clientes/s

>
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Modelo de Sistema Misto

U clientes/s

A clientes/s

Sistema Sem Perdas

e Nenhum cliente é perdido, nem precisa esperar para ser atendido

U clientes/s

m=0

A clientes/s

=
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Formula de Little

e Considere um sistema onde:
Novos clientes chegam na taxa /1 clientes/s

e Condigao de Estabilidade:
Os clientes ndo se acumulam no sistema
Ocasionalmente o sistema esta vazio

e Consequéncia:
Os clientes deixam o sistema na taxa ﬂ

N = numero médio de cliente no sistema
T = tempo médio do cliente no sistema

\ N=AT /
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Modelo de Fila M/M/1
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Modelo de Fila M/M/1

A A A A A A
(o) (1) (2) PHOND
u u u u u u
e Modelada como um processo de nascimento e morte, onde:
A =1, n=02,...00
Mo=U, n=12,...,0

e Utilizando o teorema obtemos:

D, =(i] Po» n=12,...,00
Y7,

A
n

\ p= intensidade de trafego / utilizagéo /
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Modelo de Fila M/M/1

e Portanto:

P, =P"Py, n=12,... 00
e Como a soma das probabilidades deve ser igual 1, obtemos:
1
= > = zl—p
I+p+p " +-+p

e Esta soma infinita € a soma de uma série geométrica, que so6
converge se A/ <1 (sistema em equilibrio).

Po

e Substituindo na expresséo para p,, obtemos:

p,=1=p)p", n=01.2,...,00

w probabilidade p, tem distribuicdo geométrica. /

22
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Propriedades da Fila M/M/1

e Utilizacado do Servidor: probabilidade de haver um ou mais
clientes no sistema.

U=l-p,=p
o Numero Médio de Clientes no Sistema:
S S n_ P P
Eln]= ) np, =) n(l-p)p" =—— N=——
2=, - -

e Variancia do Numero de Clientes no Sistema:

Varn] = E[n*]-(E[n])’ = (inz(l—P)p"J—(E[n])z =

n=0

Yo

(1-p)’

23

Progressdo Geométrica

a+(a+d)-r+(a+2d) r* +...

a=0 d=1 r=p

Elnl=(1-p)Y np" =(1- p) ; £ 5

- _/
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Propriedades da Fila M/M/1

e Probabilidade de se ter n ou mais clientes no sistema:
P(2 n jobs no sistema) = z p;= Z(l— p)p’ =p"
j=n j=n

e O Tempo Médio de Resposta (Tempo no Sistema) pode ser
calculado usando a Lei de Little:

E[n]=A E[r] N =4 Tistema

E[r] = E[n] :( P J 1 u 1 Tservico
A 1-p

Zzl—p:ﬂ—ﬂ_ I-p

1
\ Tsistema = E Tservico J

25

Propriedades da Fila M/M/1

e Tempo Médio de Resposta (Tempo Médio no Sistema)

E[n]=A E[r] N=4 Tsistema

1
Tsistema = 1_—

T

servico Tsistema = Tservigo + Tespera

e Tempo Médio de Espera (Tempo Médio na Fila)

P

Tespera = ) Tservigo

_ v Y,

26
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Propriedades da Fila M/M/1

e A funcao distribuicao de probabilidade acumulada (cdf)
do tempo de resposta é dada por:

F(a)=P(x<a) = F(r)=1-e ™"

e O tempo de resposta é distribuido exponencialmente.

e g-percentil do tempo de resposta:

l—e_q”(l‘p)zi r, ! 1( 100 J

= n
\ 100 ul-p) (100-g

_/
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Propriedades da Fila M/M/1

e A fungao distribuicdo de probabilidade acumulada (cdf) do tempo de
espera é dada por:

F(w)=1-pe

e g-percentil do tempo de espera:

v, = 1 ln[ IOOpj
uld-p) (100-g

e Esta formula se aplica apenas se g for maior do que 100(1-p)

e Todos os postos percentis mais baixos s&o zero.

_/
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Propriedades da Fila M/M/1

e Numero Médio de Clientes na Fila:

2
E[”q] =1 Tespera = E

e O servidor é dito ocioso quando ndo houver nenhuma tarefa no
sistema. Em todos os demais momentos ele € dito ocupado.

e O intervalo de tempo entre dois intervalos ociosos sucessivos €
denominado de periodo ocupado.

/
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Exercicio

e Mensagens chegam de maneira independente a um sistema, numa taxa
de 10 mensagens/minuto. Os tamanhos das mensagens sdo
exponencialmente distribuidas com média de 3600 caracteres. Estas
mensagens sao transmitidas num canal com taxa de 9600bps.

Qual é o tempo médio de servigo ?

Qual a taxa de chegada em mensagens/s ?

Qual é a taxa de servigo ?

Qual a utilizagao do servidor ?

Qual a probabilidade de haver duas mensagens no sistema ?
Qual o numero médio de mensagens na fila ?

Qual o numero médio de mensagens no sistema ?

Qual o tempo médio de espera ?

\ Qual o tempo médio no sistema ? J

30
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Modelo Classico para Trafego de Dados

e Cliente = Pacote

e Servidor = Enlace

e 1 Servidor + Buffer Infinito

Taxa de chegada de pacotes (pacotes/s)
L = Tamanho médio dos pacotes (unidades de dados)

C = Velocidade do enlace (unidades de dados/tempo)

e Tempo de Servigo = Tempo de Transmissdo dos Pacotes

m = oo

A pacotes/s

—

lu=L/C

——

\_

/
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Processo de Trafego de Dados

Estado dos Pacotes no Sistema (em espera ou sendo transmitidos)
r tempo de espera
== tempo de transmissao
I
i i -
.............. : ; q
f ; f t tempo
2 L ' de chegdd pacote: P : :
3 P ' ] ' - + Numero de Pacotes
S E a 1 1 | ' o ' no Sistema
o 1 . :
Sgy ‘ A I 1
kel % 2 ' | ] ! :
< |
o 2 1 _I ........... . 1 ]
;g 0
z : : tempo
Utilizagao do Enlace
1
|
0
tempo
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Carga de Trafego

o Redes de Dados Comutada por Pacotes

‘ Trafego = Pacotes ‘

‘Taxa de Chegada= /1 ‘

Taxa de Servigo = =%

Carga de Trafego= p = %

= |~

e A carga de trafego é adimensional

-
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Exemplo

e Considere um enlace entre dois roteadores. Assuma que:
Na média, 10 novos pacotes chegam em um segundo
O tamanho médio dos pacotes é 400 bytes
A velocidade do enlace é de 64kbps

_ AL _10-400-8
C 64000

=0,5=50%

e Se a velocidade do enlace for aumentada para 128kbps:

_ AL _ 10-400-8 —0.25=25%

\ i C 128000

_/
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Teoria de Filas

e Notacao:
NS = Numero médio de pacotes no sistema
NF = Nomero médio de pacotes na fila
TS = Tempo no sistema
TF = Tempo na fila
TA = Tempo de atendimento

e Teorema de Little - Aplicando o teorema obtemos as seguintes
relagdes:

E[NS]=A-E[1S]  E[NF]=A-E[TF]

35

Modelo de Fila M/M/1

Probabilidade de existirem n pacotes no sistema:

Py =(1—1M1Jn =(1-p) p"

i)\
2 2
e Numero de pacotes nafila: NF = A = P
ulu-2) 1-p
. : _ A P
o Ndmero de pacotes no sistema: NS = E[n]=—-—=—"—
u—A 1-p
Qmmero de pacotes sendo atendidos: NS = NF + NA /

36
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Modelo de Fila M/M/1

e Tempo Médio na Fila:

A Iy
T, = = Toprvi
espera ,U( _ /1) 1 _ p servigo

e Tempo Médio no Sistema:

1 1
Tsistema = m = E Tservigo NS=A-TS

e Tempo de Atendimento:

\ Tsistema = Tespera * Tservigo Tservigo = u J

37

Exercicio 1

e Considere uma interface de um roteador recebendo uma média
de 100 pacotes/s. O tamanho médio dos pacotes é 1000 bytes.
Os pacotes sao transmitidos (roteados) para o enlace na taxa de
1Mbps. Considerando que o intervalo entre chegadas e o
tamanho dos pacotes podem ser modelados utilizando a
distribuigdo exponencial (M/M/1).

e Determine:

O tempo médio de atraso dos pacotes devido a fila no roteador e o
tempo médio entre a recepgéo do pacote e a sua transmisséao.

O ndmero médio de pacotes no buffer.
Se o buffer for dimensionado para suportar o numero médio de

\ pacotes, qual sera a probabilidade de perda de pacotes ? J

38
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Exercicio 1

e Resolugéo:

Para 100 pacotes/s com tamanho médio de pacote de 1000bytes,
teremos uma taxa de chegada de 100*1000*8=800kbps

O tempo de atendimento médio (TA) sera 8000bits/1Mbps=8ms

1 L C
TA=—=—=28ms =—=125
C H L
Utilizando as equagdes do modelo M/M/1:
uo 125 u—-A 1-p
NS =A-TS

Exercicio 1

e Resolugéo:

Para 100 pacotes/s com tamanho médio de pacote de 1000 bytes,
teremos uma taxa de 100*1000*8=800kbps

TS =TF +TA TF =0,032
E[NF]=1-E[TF] NF=32
Utilizando as equagdes do modelo M/M/1, se o buffer for

dimensionado para 3200 bytes, as probabilidades de se ter
0, 1, 2 e 3 pacotes no sistema é dada por:

P, =02 P, =0128

P =016 P =01024 /
40
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Exercicio 1

e Resolugéo:

A probabilidade de haver mais que 3 pacotes no sistema
(probabilidade de perda) é calculada como:

P =1-(P,+P+P,+P)=0,4096

n>3

A probabilidade de descarte é de 41%

- _/
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Exercicio 2

e Exercicio 2 - Um concentrador recebe mensagens de um grupo de
terminais e transmite através de uma Unica linha de transmisséo.
O sistema é modelado como uma fila M/M/1. O tempo médio entre
chegadas das mensagens é de 4ms. O tempo médio de transmissao
é de 3ms. Determine:

Numero médio de mensagens no sistema e o atraso total

Qual aumento percentual na taxa de chegada resulta em dobrar o
atraso médio total

NS = Eln]=—2_ =P
u—A

I-p

1§ =— =1
\ Py NS =A1-TS /

42
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Exercicio 2

e Resolugéo:

A =250 pacotes/s

TA=—=3ms  u=33333pacotes/s
Yz,
NG dio d
p=Lo07s  Ns=—Lo=3 Jmemnens
H I-p

TS = E = 12ms Tempo médio dos

pacotes no sistema

- _/
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Exercicio 2

e Resolugéo:

A =290 pacotes/s
TA = 1 =3ms  u=33333pacotes/s

P Numero médio de

- 6’7 pacotes no sistema

=0,87 NS =——
l1-p

TS = NS =23 Tempo médio dos
A pacotes no sistema

\ | 16% de aumento na taxa de chegada /

44
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Exercicio 3

e Num gateway da rede, medidas mostram que os pacotes chegam numa
taxa média de 125 pacotes/s e o gateway leva em média 2ms para
encaminhar um pacote. Utilizando um modelo de fila M/M/1, analise o

gateway.
a) Qual a probabilidade de estouro do buffer se o gateway possui um
buffer para apenas 13 pacotes ?

b) Qual a capacidade do buffer para manter a taxa de perda de
pacotes inferior a 1E-6 ?

- _/
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Exercicio 3

e Resolugéo:

A =125 pacotes/s

TA=—="2ms 1 =500 pacotes/s
y7j

p=2_025 Ns=F =033 Mneonedce
H I=p

TS = NS ~?D.6ms 'empo medio dos
> pacotes no gateway

\P{n >13}= p" =3,72-107 = 4 pacotes/bilhdo de pacotes/

46
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Exercicio 3

e Resolugéo:

e Para limitar a probabilidade de perda (descarte) para um valor < 107
pn — 10—6
n=log, (10_6)= log(IO_6 )/log(p)
n>1og(10°)/10g(0,25)=9,96

47

Exercicio 4

e Exercicio 4 - As requisigdes chegam a um servidor web a uma taxa de
30 requisicdes/s. Cada requisigdo gasta em média 0,02 segundos para
ser processada. Determine:

Qual a fragao de tempo em que k (k=0, 1, ... ) requisicdes se encontram
no servidor web ?

Qual o numero médio de requisi¢des no servidor ?
Qual o tempo médio de resposta no servidor ?

Qual seria o tempo médio de resposta se o servidor fosse substituido
por outro duas vezes mais rapido ?

Qual seria o tempo de resposta se a taxa de chegada dobrasse quando
o servidor fosse duas vezes mais rapido ?

- _/
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Multiplexacao TDM/FDM

- [ml1]2] - [m 1]2] - [m

c-C
m

_C 1

ﬂi—;'z
_Ci
ﬂi_f

\_

A
©

Técnicas de Multiplexacao

e Comparagdo: A multiplexacao estatistica possui menor atraso médio, mas

maior variancia de atraso. A multiplexagao estatistica elimina a
necessidade de identificar o fluxo de trafego associado com cada pacote.

1 1 m
TSy, = TSTDM:,U/m—ﬂ/mZ,U—/l

u—A1
H/m
Alm — A H Am— 1O~
jjm 7D—j@~ Am — O

Multiplexagéo /l/ m —»:O—» /

Estatistica
\ TDM/FDM
50

=m-TSg,
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Simulacao de Fila M/M/1

e Ultilizar simulador NS-2 (filamm1.tcl)
e Esbocar o cenério de simulagdo (nés+enlaces)

e O intervalo entre chegadas e o tempo de servico seguem
distribuicdo exponencial

e |dentificar o tempo médio entre chegadas e o tempo médio de
servigo (tamanho médio dos pacotes)

e (Calcular analiticamente o nimero médio de pacotes na fila

e Utilizando os resultados de simulagéo, tracar o grafico de
comportamento do tamanho do buffer (coluna 5) versus tempo

\(coluna 1) /
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Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

e 1—Parametros

A = Taxa de chegada em tarefas por unidade de tempo
M = Taxa de servico em tarefas por unidade de tempo

e 2-—Intensidade de Trafego: P = /1/,U
e 3 - Condicdo de Estabilidade: P <1
e 4 — Probabilidade de zero tarefas no sistema: p, =1—p
e 5 —Probabilidade de n tarefas no sistema:
p,=(-p)p" n=0l...,0
e 6 — Numero médio de tarefas no sistema: E[n] = p/(l —p)

v — Variancia do numero de tarefas no sistema: Var[n] = p/(l -

N

yo
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Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

e 8 — Probabilidade de k tarefas na fila:

pa— 2 =
P(nq=k)= 1-p klk 0
(I-p)p"" k>0
e 9 —Numero médio de tarefas na fila: E[nq]: pz/(l—p)

e 10— Variancia do numero de tarefas na fila:

Varln, |= 01+ p- p*)/(1- )’

F(r)=1-¢0=r)

Qz — Tempo médio de resposta: E[r]= (1/ 1)/(1- p)

e 11 — Funcgéo distribuicdo acumulada do tempo de resposta:

J

53

Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

e 13— Variéncia do tempo de resposta:

Var[r]z 1/ K

(1-py

e 14 — g-Percentil do tempo de resposta:

= L 100 _ &[] 100
ull—p) (100—g¢ 100—g¢

e 15—90-Percentil do tempo de resposta: 7, = E[r]

e 16 — Funcgéo distribuicdo acumulada do tempo de espera:

\ F(w)zl—pe‘w“(l_p)

/
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Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

\ max{ Elw ]ln[IOp]J J

17 — Tempo médio de espera:
Elwl=p
wl=p -
18 — Variancia do tempo de espera:
varlw]=2- p)p/|u*(1- p)]
19 — g-Percentil do tempo de espera:
max(o,¥1n[100p/(100—q)]J

20 — 90-Percentil do tempo de resespera:

55

Resumo dos Parametros da Fila M/M/1

— Probabilidade de encontrar n ou mais tarefas no sistema: p"

22 — Probabilidade de termos n tarefas em servico num periodo

ocupado: 1(2n-2) pm
;( n—1 ](1+p)2”‘1
23 — Numero médio de tarefas servidas num periodo ocupado:
1/(1-p)
24 — Variancia do numero de tarefas servidas em um periodo
ocupado: p(i+p)/(i-py

25 — Duragao média do periodo ocupado: 1/[/1

\26 _ Variancia do periodo ocupado: 1/ | (1 - 0 o) |- ]/ |2 (1 j]

56
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