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Fila M/M/m

e Aplicacbes

Modelagem de sistemas ou dispositivos multiprocessados
que possuem varios servidores idénticos.

e Consideracoes

Todas as tarefas (clientes) esperando pelo atendimento dos
servidores estdo em uma Unica fila.

Assumir m servidores, cada um com taxa de servigo de 4
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Fila M/M/m

e Existem m servidores idénticos e uma Unica fila:

ONONONESN TNONCN

(m-Dp mp mu mp

e A fila € modelada como um processo de nascimento/morte onde:

A=A, n=012,...,00

ni, n=12,...,m-1
H, =

mi, n=m,m+l1,...,0 /
3
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Teorema

e A probabilidade em regime permanente, p,, de que um processo
de nascimento e morte esteja no estado n é dada por:

A n=12,..
Myl

e A probabilidade p, é a probabilidade de que o sistema se
encontre no estado zero (vazio).
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Fila M/M/m

e Utilizando o teorema, obtemos:

ﬂ,n
' np()’ n=1,2,.,,,m—1
n!
p, = ﬂ,f‘
— m,a Po n=m,m+l,...,0
m!m"™" u

e Em termos da utilizagdo de cada servidor 0 = /l/m,u :

(mp)"

' Do> n=12,....m—1

pn = pnmm

Dos n=mm+l1,...,0
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Fila M/M/m

e A probabilidade de nédo haver clientes no sistema é calculada pela
relagao:

n=0
e Esta relacao resulta em:
 (m ) ( )" e
po+poz ,0 r,rol' Z,O =1

[ ey ey |
p°_{1+m!(1—p)+,§ ! }
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Fila M/M/m

e A probabilidade de que um cliente que chega tenha que esperar na fila
(todos os servidores ocupados) é dada por:

C(map)zP(ijObS)zpm+pm+l+pm+2+'”
o mp)" & e
=P ;p

(mp)”
0
m!(1-p)
e Para m=1 (Servidor Unico — Fila M/M/1), C(m, p) é dada por p.

e Esta distribuigao é conhecida como Férmula Erlang-C
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Distribuicdo Erlang-C

e Aplicacdo no dimensionamento de call center
C(c,a) = Probabilidade de Atrasar uma Chamada
¢ = Numero de Circuitos
a = Carga Total de Trafego

¢, m m—1 n ]!
_ate po{n (mp) +Z(mp)}

C(c,a)= = ack!-(c _Zc) c e e
7+ "
Sk cHc—a) C(m,p) = Pom

\ m!(l—p)/




Distribuicdo Erlang-C

-1
1 um m—lUn
U=mp==— po= U +27
H m(1-—) 2o
m
Um
U m-U™
11—
m m(=-") ml(m—U)
Cm.U)=po = m—1 - m—1
ml(1——) u" . u" m-U™ u"
! \(m—-U !
m!(l—;) ~ n m!(m ) ~ n
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Distribuicdo Erlang-C

a-c
L(c—
Clea)=— i.(c ac)
i+ a -c
~ Kl cMe—a)
Um
\ m-U™
m mid=-") ml(m—U)
Com.U)=po - m—1 I
m!(1-—) u" v mu” ut
\ ml(1-—) 2o o mlm=U) n=09
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Numero Médio de Clientes em Espera

e Numero Médio de Clientes em Espera

E[n,]= i (n—m)p, = p, (mn/;) i(n —m)p"™"

n=m+1 © n=m+l
_ (mp)"p _p-C(mp)
" ml(1-p)? 1-p

Eln,]= -5

-
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Numero Médio de Clientes em Atendimento

m—1 oo
Eln]=)n-p,+) mp,
n=1 n=m

m) 5 (mp)’

L (mp)™!
1! oy T +m=Dp, (m—1)!

+m(pm+pm+l+pm+2+“.+)

mp), ~(mp)* ‘p, (mp)"*
1 2! (m—2)!

=mp(p,+p,+p,+--+p,,)+mC(m,p)
=mp[l-p,_, —C(m, p)]+mC(m, p)

=mp —mpp,,_, +mC(m, p)(1-p)
kmp dado que mC(m, p)(1—p)=mp, =mpp,,_,

:1p0

Zmp[po + Py Po

J+ mC(m, p)
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Numero de Clientes no Sistema

e Numero médio de clientes em Atendimento: Elngl=m p

e Numero médio de clientes no sistema:

e Pode-se mostrar que a variancia de n e n, séo dadas por:

1+p—pC(m,p)+m}
(1-p)’
— C(m,,O),O[1+,0—,0C(m,,0)]

\ Var(n,] (1= p)’ /
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Var[n]=mp+ p C(m, p){

Tempos Médios

e Tempo médio de resposta usando a Lei de Little:

=L Conpime_1(,, o)

A u 1-p u\ ml-p)

e Do mesmo modo, o tempo médio de espera em fila é dado por:

Epw) = 2] __Comp)
A mul-p)
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Tempo de Resposta

e Funcao Distribuicdo de Probabilidade do tempo de resposta:

e C(m, p) o =pr
Flr]= l-m+mp
1—e™ —C(m, p)ure™, p=m-1)/m

e, p#Em-1)/m

e O tempo de resposta, I, ndo é exponencialmente distribuido,
a nao ser que m=1.

e Em geral, o coeficiente de variacao, isto €, a razdo entre o desvio padrao
e a média de r é menor do que 1.
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Tempo de Espera

e A fungao distribuicdo de probabilidade do tempo de espera é dado por:
F(w)=1=C(m, p)e ™"

e Dado que w possui uma fungéo distribuicdo exponencial truncada,
o posto percentil g pode ser calculado do seguinte modo:

w, = max 0,

L [100-COmp)
mu(l-p) 100—-¢
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Exercicio 1

Estudantes chegam a um laboratério de computagéo de acordo com a distribuicao
de Poisson a uma taxa média de 10 estudantes/hora. Cada estudante gasta em
média 20 minutos no computador e assume-se que este tempo seja
exponencialmente distribuido. O laboratério tem atualmente 5 computadores e
alguns alunos tém reclamado que os tempos de espera sdo muito longos.

a) Analise o laboratério usando um modelo de filas M/M/5
Taxa de Chegada \ Taxa de Atendimento \ Utilizagao Efetiva
Probabilidade de todos os terminais estarem desocupados
Probabilidade de todos os terminais estarem ocupados
Numero médio de estudantes no laboratério (sistema)
Numero médio de estudantes esperando na fila
Numero médio de estudantes usando os computadores (Atendimento)
Média e Variancia do tempo gasto no laboratério
Tempo médio de espera
O percentil 90 do tempo de espera
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Exercicio 1

b) Os estudantes querem limitar o seu tempo de espera para uma média
de 2 minutos e ndo mais do que 5 minutos em 90% dos casos.

c) Isso é viavel ? Se for, quantos computadores seriam necessarios ?
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Exercicio 1

e a) O laboratério pode ser modelado como um sistema de fila M/M/5:

e Taxa de Chegada:
10

A =—=0,167 estudantes/minuto
60
e Taxa de Atendimento:

MU= ZLO = (,05 estudantes/minuto

e Intensidade de Trafego:

A 0167

=2 = =0,67
\ P i~ 5005 /
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Exercicio 1

e a) O laboratério pode ser modelado como um sistema de fila M/M/5:

e Probabilidade de todos os terminais estarem desocupados:

5 | 2 3 477!
(5-0,67) +(5-0,67) +(5-0,67) +(5-0,67) +(5-0,67)

P50 2 3 4 =00318
e Probabilidade de todos os terminais estarem ocupados:
m 5
Clm, p) = p, PV _ 03182001 _ 33
m!(1- p) 51(1-0,67)

e Utilizagdo média de cada terminal:

\ p=0,67 /
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Exercicio 1

e a) O laboratério pode ser modelado como um sistema de fila M/M/5:

e Numero médio de estudantes no laboratério (sistema):

Bt =mp+ C00) 5 .67, 067033 _,

1-0,67
e Numero médio de estudantes esperando na fila:

Eln 1= p-C(m,p) _ 0,67-0,33 —0.65
! 1-p 1-0,67

Numero médio de estudantes usando os computadores (Atendimento):

\ E[n,]= E[n]—- E[n,]=4-0,65=3,35 J
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Exercicio 1

e a) O laboratério pode ser modelado como um sistema de fila M/M/5:

e Média e Variancia do tempo gasto no laboratoério:

E[r]=l(1+c(m’p))= ! (1+ 0,33 ):24
s\ m—p)) 0050 5-1-067)

Varr] =L (1+C(m,p)(2—C(m,p))] 1 (1+0,33.(2—0,33)]= 479
Y7,

m>(1— p)’ T 0057 5 -(1-067)

e Tempo médio de espera:

Cimp) _ 033

E[w]= = =4
\ mu(l—p) 5-0,55-(1-0,67) J
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Exercicio 1

e a) O laboratério pode ser modelado como um sistema de fila M/M/5:

e O percentil 90 do tempo de espera é:

wo=maxl0, — Ly 190-Cmp) [y
! mu(1- p) 100-¢

e Isso significa que 10% dos estudantes tem que esperar mais que
14 minutos.

- _/
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Exercicio 1

e b) Os estudantes querem limitar o seu tempo de espera para uma média
de 2 minutos e ndo mais do que 5 minutos em 90% dos casos.

e Analisando o sistema com m=6 computadores, mantendo as mesmas
taxas de chegada e atendimento de 1=0,7167 e u=0,05, temos:

e Intensidade de Trafego: p =0,556

o Probabilidade de todos os terminais estarem desocupados: p, = 0,0346
e Probabilidade de todos os terminais estarem ocupados: C(m, p) =0,15
e Tempo médio de espera: Equ J =1,1 minutos

e O percentil 90 do tempo de espera: w, = 3

- _/
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M/M/1 vs. M/M/m

e Com m servidores, qual a melhor alternativa ?
Manter filas separadas para cada servidor
Manter uma unica fila para todos os servidores

e Para chegadas de Poisson e tempos de servigo exponenciais:
m filas M/M/1 com taxa de chegada A/m
Uma Unica fila M/M/m com taxa de chegada A

e Vamos verificar que uma Unica fila € melhor quando as tarefas
sao homogéneos.

. /
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Exemplo

o No exemplo anterior, considere que os 5 computadores estao
localizados em 5 diferentes unidades do campus, portanto € necessario
manter filas separada para cada um.

e Neste caso, o sistema & modelado como 5 filas M/M/1 separadas.
Usando m=1, 1=0,167/5=0,0333 e n=0,05, temos:

Intensidade de trafego p = % =0,67

9

1/u  1/0,05 60 M/M/5

Tl-p 1-0067 24
1/0,05

Elr]

2
Var[r]=—#__ —=3600
\ (1-p)  (1-0,067) 479 J
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Exercicio 2

e Num dado sistema, 24 terminais compartilham uma linha de transmissao
de 9600 bps. Cada terminal envia 10 msgs/min. O tamanho das
mensagens é exponencialmente distribuidas com um tamanho médio
de 2000 bits.

e a) Qual o tempo médio que uma mensagem gasta no sistema ?

e b) Suponha que este tempo seja inaceitavel. Uma solugao possivel é
utilizar um canal adicional de 9600 bps e colocar 12 terminais em cada
canal. Qual o tempo total no sistema agora ?

e ) Se os dois canais forem utilizados como um sistema de fila M/M/2,
qual o tempo total no sistema ?

e d) Se os dois canais forem utilizados como um sistema de fila M/M/1, com
taxa de 19200bps, qual o tempo total no sistema ?

. /
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Fila M/M/eo

Ndmero infinito de servidores.

e E um caso especial das filas M/M/m.

Os clientes nunca tém que esperar, pois ha sempre um servidor
disponivel.

O tempo de resposta € igual ao tempo de servigo.

Sao também chamadas de centros de atraso.

e S3ao utilizadas para representar recursos dedicados, tais como
terminais num sistema de tempo compartilhado.

e Suas equacdes podem ser derivadas das utilizadas para filas
M/M/m.

28
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Fila M/M/m/B

Fila M/M/m/B (Buffer Finito)

e Numero de posigcbes na fila, B (>m), é finito

e Quando todas as posicdes estiverem ocupadas, as novas chegadas
serao perdidas:

A

ONONONESN T ON - NI

(m-Dp mp my my mp

e Modelada como um processo de nascimento e morte, onde:

A =4, n=0,12,...,B—1
ni, n=12,...,m-—1
H, =

mp, n=mm+l1,...,B /
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Fila M/M/m/B

e Utilizando o Teorema, obtém-se:
ﬂ/n

_ nly
pn - Zn

Do n=12,....m—1

n

Wpo, n=m,m+1,...,B

e Em termos da intensidade de trafego p=A/mu :

(mp) n=12....

. Po

— n.
pn_ n_m

\ p_m Do n=m,m+1,...,B
m!
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Fila M/M/m/B

e A probabilidade de nédo haver clientes no sistema é calculada pela
relagao:

p, =1

=
I Mcu
(=)

e Estarelacdo em:

m—1 m n m m B v
P0+Poz( P) +p0( n/;) Zp =1
n=1 * n=m

n!

B-m+1 m omel n 7!
1 A=p""Dmp)" | (mp)}

\ pﬁ{ TSI T

_/
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Numero Médio de Clientes

E[n]=> np,

Eln,]= ) (n—m)p,

n=m+1

e Avariancia e outras estatisticas de n e n, podem ser calculadas
de forma semelhante.

- _/
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Taxa Efetiva de Chegadas

e Todas as chegadas que ocorrem enquanto o sistema esté cheio
(n=B) sao perdidas.

e A taxa de tarefas que efetivamente entram no sistema é
dada por:

B-1 B-1
A=) A p,=2Y p,=Al-py)
n=0 n=0

e Adiferenca A — A’ = A p;; representa a taxa de perda de
pacotes.

- _/
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Tempos Médios

e Tempo médio de resposta usando a Lei de Little:

E[n] _ Eln]

E[r]= -
LA TR T

e Do mesmo modo, o tempo médio de espera é dado por:

E[n,]  E[n,]
A A-py)

- _/
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E[w]=

Utilizagao da Fila M/M/m/B

e Se observarmos o sistema por um tempo longo, por
exemplo, T segundos:

O numero total de clientes chegando e recebendo servigo sera A’T

O tempo total ocupado dos m servidores para atender estes
clientes sera de A’T/u

A utilizagao de cada servidor sera dada por:

__ tempo ocupado por servidor

U =
tempo total
ATIuwy/m A
LA 2 - py)
T mp
\ pg é a probabilidade de o sistema estar cheio /

36
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Formula de Perdas de Erlang

e Em um sistema M/M/m/m, o tamanho do buffer € exatamente
igual ao nimero de servidores. A probabilidade de perda é

dada por:
_mp)" _ (mp)"/m
m m! Po = m )
' D lmp)’ 1 j1]
Jj=0

e As formulas aqui apresentadas podem ser reduzidas ao caso de
m=1 servidor, caracterizando um sistema M/M/1/B.
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